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《保险 精算 从 书 》 前 言 


保险 ， 作 为 商品 社会 中 处 理 风 险 的 -种 有 将 方法 ， 包 被 全 地 
界 所 普遍 采纳 。 在 现代 保险 业 巷 过 发 展 的 进程 中 ， 科 学 的 理论 和 
方法 ， 特 别 是 精确 的 定量 计算 ， 起 着 十 分 重要 的 作用 。 保 险 业 运 
营 中 的 一 些 重 要 环节 ， 如 新 险种 的 设计 、 保险 费 率 和 责任 准备 金 
的 计算 、 分 保 额 的 确定 、 养 老 金 等 社会 保障 计划 的 制定 等 等 ， 都 
需要 由 精算 师 (Actuary) 依据 精算 学 (Actuarial Science) 原理 来 
分 析 和 处 理 。 有 鉴于 此 ， 许 多 发 达 国 家 都 以 法 律 形 式 规定 ， 保 险 
公司 的 营业 报告 必须 由 精算 师 签字 方 为 有 效 。 这 也 是 国家 对 保险 
业 进 行 调 控 管理 的 一 种 手段 。 

所 请 精 算 学 ， 实 际 上 是 将 数学 方法 应 用 于 金融 剑 险 所 形成 的 
一 套 理论 体系 。 它 的 基础 包括 精算 数学 、 利 息 理论 、 风 险 理 论 ， 
大 口 数学 、 修 名 数学 、 生 存 模型 和 生命 表 构 造 等 等 ， 还 包括 一 些 
更 专门 的 内 容 。 这 一 大 理论 的 重要 性 各 正确 性 ， 已 经 得 到 国际 社 
会 的 公认 ，。 

ERE, BREE 1949 年 就 由 中 央 人 民政 府 挑 准 成 立 了 中 
国人 民 保 险 公司 ， 但 是 ， 由 于 种 种 历史 原因 ， 在 相当 长 -~ 段 时 间 
内 我 国 的 保险 业 发 展 缓慢 ， 人 才 培 养 远 不 能 适应 实际 需要 。 特 别 
是 精算 学 的 研究 和 精算 人 才 的 瑞 养 ， 未 得 刘 应 有 的 重视 。 在 保险 
业 的 实际 运作 中 ， 也 很 少 严格 按 题 精算 学 的 原理 办 事 。 这 一 切 部 
影响 了 我 园 保 险 业 的 进一步 发 展 及 与 鸭 际 接轨 。 这 种 情况 已 引起 
保险 界 、 教 育 界 和 学 术 界 的 注意 ， 正 在 采取 积极 措施 改变 现状 。 
刚刚 颁布 的 《保险 法 》 更 明确 规定 : “AAAS RS IN Re 
公司 ， 必 须 聘用 经 金融 监督 管理 部 门 认可 的 精算 专业 人 员 ， 建 这 
精算 报告 制度 。” 在 此 情况 下 ， 连 切 需 要 引进 国际 上 先进 的 精算 学 


理论 ， 并 结合 我 国 的 实际 加 以 应 用 ， 本 共 书 就 是 在 这 样 的 背景 下 
翻译 出 版 的 。 


《保险 精算 丛书 》 (第 一 辑 ) 是 由 复旦 大 学 数学 系 、 中 国信 
民 保 险 公 司 上 海 市 分 公司 【以 下 简称 人 保 上 海 分 公司 ) 合作 翻译 
的 ， 由 上 海 科 学 技术 出 版 社 出 版 。 全 国政 协 副 主席 、 中 科 院 院士 
荔 步 青 为 从 书 题写 书 名 ; 复旦 大 学 研究 生 院 院 长 、 中 科 院 院士 李 
KADER, 中 国人 民 保 险 公司 上 海 市 分 公司 总 经 理 何 殉 
芝 、 副 总 经 理 钱 建 中 ， 上 海 市 新 闻 出 版 局 局 长 徐福 生 措 任 从 书 总 
顾问 。 上 海 是 我 国保 险 业 的 发 源 地 之 一 ， 历 来 是 保险 业 的 中 心 。 
成 立 于 1950 年 的 人 保 上 海 分 公司 ,经 过 45 年 艰难 曲折 的 发 展 ， 
业务 有 了 很 大 开拓 ， 1994 年 已 实现 业务 收入 30 (ZAR. A 
上 海 保险 市 场 的 80% 。 根 据 市 场 的 需要 ， 公 司 已 开办 了 财产 、 人 
4. HE. 信用 四 大 类 约 200 多 个 险种 。 特别 是 作为 公司 主要 业务 
之 一 的 国内 人 身 保 险 业 务 ， 1994 年 的 业 荔 收入 已 近 12 亿 元 。 公 
司 所 开设 的 人 身 险 种 类 也 从 1982 年 时 的 一 种 ， 扩 展 到 各 种 形态 
的 医疗 保险 、 定 期 和 终身 保险 及 责任 不 同 的 各 种 人 身 意外 伤害 保 
险 等 多 个 品种 ， 并 逐步 形成 系列 化。 上 海 保险 市 场 昌 然 在 不 断 扩 
大 ， 但 竞争 也 日 趋 激烈 。 特 别 是 一 些 实力 雄厚 的 国际 著名 大 保险 
公司 的 进入 ， 促 使 国内 各 保险 公司 采取 有 力 措 施 不 断 提 高 从 业 人 
员 的 业务 素质 ， 包 括 学 习 精 算 知 识 和 培养 精算 人 才 。 正 是 由 于 这 
样 的 需要 ， 人 保 上 海 分 公司 决定 与 复旦 大 学 数学 系 联手 ， 在 上 海 
科学 技术 出 版 社 的 积极 支持 下 ， 翻 译 了 这 套 《 保 险 精算 丛书 》 。 

复旦 大 学 数学 系 不 仅 在 数学 的 基础 理论 研究 方面 成 就 卓 敬 ， 
而 且 历 来 重视 数学 在 国民 经 济 中 的 应 用 ， 并 取得 多 项 重大 研究 成 
果 。 近 年 来 , 他 们 为 了 拓宽 数学 应 用 的 领域 ， 又 开辟 了 精算 学 研究 
的 新 方向 ， 并 进行 了 大 量 的 实际 工作 。 他 们 在 数学 系 研究 生 和 本 
科 生 中 开设 了 有 关 精 算 的 课程 和 专题 讨论 ， 努 力 培养 精算 人 才 
他 们 还 与 各 大 保险 公司 合作 ， 从 事 保险 精算 实际 课题 的 研究 ， 招 
收 应 用 数学 (保险 ) 大 专 班 ， 举 办 面向 社会 的 保险 精算 培训 班 ， 培 


WT -HARSin ASA (北美 精算 师 学 会 准 会 员 ) 资格 考试 (该 
项 考试 的 上 海 考点 就 设 在 复旦 大 学 内 ), 并 于 第 一 期 考试 中 取得 通 
过 率 超过 90% 的 优异 成 绩 . 与 人 保 上 海 分 公司 合作 翻译 这 套 《 保 
险 精 算 从 书 》， 不 仅 是 复 总 数学 系 理 论 和 实践 相 结 全 的 一 项 新 的 
举措 ， 也 是 他 们 面向 社会 培养 国家 急需 的 精算 人 才 的 重要 措施 。 

“保险 精算 丛书 ”{ 第 一 辑 ) 共 六 本 ， 分 别 为 : 

& 利息 理论 》，S.G. 凯利 森 著 , HME, 

《 风险 理论 》，、 N.L BREE, ARS. EFTE; 

《 精算 数学 》,，N.L. 鲍 尔 斯 著 , ERE. ART ; 

“人 口 数学 》，R.L. PSs. SOWIE: 

CHEER =) | DCR Se, 徐 诚 洁 译 ; 

(RHE) . D ERA, PRI. 
所 依据 的 原 书 均 是 北美 精算 贤 学 会 (Society of Actuaries) 为 其 
准 会 员 (ASA) 资格 考试 所 措 定 的 教材 和 参考 书 ， 具 有 一 定 的 权 
RE. 阅读 这 套 从 书 ， 不 论 对 读者 了 解 和 掌握 精算 学 基本 原理 并 
应 用 于 保险 业 实 践 ， 还 是 对 读者 准备 参加 ASA 资格 考试 (该 项 
考试 在 中 国 的 北京 、 上 海 、 天 津 、 长 钞 等 地 已 设 有 考点 ), 均 会 有 
{RAB 。 

保险 精算 在 我 国 是 一 项 刚刚 起 步 的 新 事物 ， 这 套 从 书 是 高 等 
院 校 、 保 险 公司 和 出 版 社 三方 共 同 合作 ， 编 写 翻译 出 版 学 术 术 平 
较 高 、 上 填补 国家 缺 门 的 专业 书籍 的 一 种 有 益 的 探索 。 RNA 
望 广大 读者 担 出 宝贵 意见 ， 以 利于 我 们 改进 工作 ， 和 做 好 这 套 从 书 
的 出 版 工作 ， 促 进 保 险 精 算 事 业 在 中 国 的 发 展 。 
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81.1 了 


É MARHE., ATA T Pie ad SEN yE i ika be ELi E Rg 
PR Se, FEI ETE HEPR., 这些 模型 的 基 
而 是 Bernoulli 随机 变量 , 在 某 些 场合 ,还 出 现 另 一 个 有 关 损 上 失 额 
的 随机 变量 。 在 精算 数学 里 ， 将 要 建立 的 模型 主要 涉及 与 个 人 生 
存 多 以 相 联 系 的 随机 损失 ， 其 中 ， 剩余 寿命 (time-until- death) 
随机 变量 T(x) 是 基本 的 营造 材料 。 这 一 章 先 建立 若干 描 述 并 使 
用 莘 余 寿命 分 布 及 相应 的 死亡 年 堆 (age-at -death) 分 布 的 概念 。 

在 精算 学 的 很 多 模型 中 ， 生命 表 (]ife table) 是 不 可 分 割 的 组 
成 部 分 。 用 生命 吉本 得 出 死亡 年 龄 的 分 布 。 除 保险 领域 以 让， 生 
命 表 在 人 口 学 、 生 物 医学 统计 乃至 可 靠 性 研究 中 都 有 应 用 。 

某 些 学 者 将 精算 学 的 起 源 定 在 1693 £, AR— Edmund 
Halley (译注: 哈雷 顽 星 以 其 姓氏 命名 ) 发 表 “根据 Breslau 城 出 
EAP St MA BSC MA, 包 舍 在 这 篇 论文 里 被 称 
为 Breslau 表 的 生命 表 因 其 令 人 人 惊异 的 现代 记号 与 观念 而 引起 人 
ER. 


$1.2 “与 死亡 年 龄 有 关 的 概 浴 


对 于 新 生 儿 , HECER A 是 一 个 连续 型 随机 变量 ,用 Fir) 
记 A 的 分 布 函数 ， 


Flr)=PriX<z2) r>0, (1.2.1) 


并 置 
s(z) =1~—-— F(z) = Pr{X > z) x > 0, (1.2.2) 


对 任何 正 数 r, 值 P(x) 等 于 新 生 儿 在 x 岁 或 之 前 死亡 的 概率 ， 
而 s(x) 等 于 新 生 儿 活 到 x 岁 (Ble 岁 以 后 死亡 ) 的 概率 。 因 
X > 0, & F(0) = 0, 从 而 s(0) = 1 。 函数 s(x) 称 为 LAS 
数 (survival function). 在 精算 学 及 人 口 学 中 ,生存 医 数 是 忧 统 上 
的 出 发 点 ， 根 当 于 概率 统计 学 中 分 布 函数 记 起 的 作用 。 由 两 者 的 
关系 s(t) =1-Flz), 无 论 使 用 娜 一 个 都 是 等 价 的 ， 例 如 从 分 布 
pay Pir A A ED E ae FF HA E FF Be De PE TA 

450 TE BS ARR, BOT HET R Bt] H po BK 
表述 ， 倒 如 ， 新 生 儿 在 年 龄 t zie < zz) 之 间 死 亡 的 概率 为 


Pria<X<z) = F(z)—- F(x) 
= s{x) ~ s(z). 


=. tS A KHMER 

SEILELAR r 岁 的 条 忻 下 于 年 龄 x Fz SACHA 
件 概率 为 

Prec X <| X >g) = 
_ s(x) — s{z) 
= a (1.2.3) 
以 后 将 用 (zj 来 表示 EB r 4 e(life-aged-x), (1) 的 剩余 寿命 
记 为 T(x) 。 

在 精算 掌中， 常常 需 要 作出 有 关 Tis) 的 概率 陈述 。 为 促进 
研究 交流 ， 1898 年 的 国际 精算 大 会 采用 了 作为 国际 精算 符号 规 
则 一 部 分 的 一 组 符号 ， 确立 了 通用 精算 函数 符号 以 及 采用 新 符号 
的 原则 。 些 后， 该 体系 由 国际 精算 学 会 的 常设 符号 规则 委员 会 报 
据 需 要 修订 扩充 。 本 书 将 尽 可 能 遵从 这 些 符号 的 约定 。 


2， 


精算 学 中 的 符号 与 概率 论 中 使 用 的 有 所 不 同 ， 读 者 也 许 还 不 
太 热 悉 。 璧 如， 概率 论 中 单 变量 函数 写成 g(r), 而 在 精算 符号 体 
APIS Rg: 。 类 羽 地 ， 多 变量 商 数 在 精算 符号 中 用 上 标 、 下 标 
或 其 它 标 号 的 湿 合 来 表示 。 附 录 4 给 出 了 精算 函数 符号 的 一 般 规 
则 ， 读 者 在 继续 阅读 之 前 最 好 浏览 一 下 这 些 符 号 的 形式 。 
我 们 有 符号 


tqa = Prz; <i] t20, (1.2.4) 
ths = l — tge = Pr[T(z) >t] t20. (1.2.5) 


符号 ;go 可 解释 为 (x) 将 在 t+ 年 内 死去 的 概率 ， 即 :gx 关于 变量 
t Æ T(z) 的 分 布尔 数 。 另 一 方面 ， tp 可 解释 为 (1) 将 活 到 * 
e+t SS, Blips 是 (x) MER RR. EER 2c = 0 的 特别 
情形 下 ， TiO)-XA 

zpo = sfz) 世人 0. (1.2.6) 


ME t= 1, 约定 允许 省 略 (1.2.4) 及 (1.2.5) 所 定义 符号 中 的 前 
级 ， 期 有 
gz = Prl(z) 将 在 1 年 内 死去 ]， 
Pe = Prl(x) 将 至 少 活 到 x + 14H). 
对 于 (z) 将 生存 + 年 并 在 其 后 的 4 年 内 死去 这 一 策 为 一 般 的 事 
fF. Bl (r) Heo +t 岁 与 十 t 十 4 岁 之 间 死 去 这 个 事件 ， 有 一 
个 竺 殊 的 符号 
jude = Prit< T(e)<t+y 
一 tt+uGs — #9 
= iPr 一 tpupr. (1.2.7) 


”这 里 受 以 后 凡 涉 及 “ 活 到 某 某 岁 ” 是 指 至 少 活 到 某 某 岁 ， 不 是 恰好 活 到 其 
某 崔 就 死去 。 


与 前 面 一 样 ， 当 二 1 时， dude 中 的 可 省 略 而 成 为 tJ9z 。 

Bit, (zx) 将 在 年 龄 与 十 刀 之 间 死 去 的 概率 好 象 有 两 种 
表达 式 ， 式 (1.2.7) 在 二 = 0 时 为 其 一 ，(1.2.3) Ez=e7run 
其 二 ,这 两 个 概率 是 否 不 同 ? 式 (1.2.3) 可 解释 为 一 个 新 生 儿 在 
年 龄 了 与 z 二 十 也 之 间 死 去 的 条 件 概 率 。 有 关 这 个 现 龄 oe 
生 几 的 公有 信息 是 其 活 到 这 个 年 龄 ， 所 以 概率 陈述 是 建立 在 新 生 
儿 生 存 的 条 件 分 布 土 的 。 

BS Fh, 4t-On 0.2. 7 则 给 定 了 现 龄 2 的 RRR 
4 @ (life observed) Fz 5 r+u 风 之 间 死 去 的 概率 。 对 现 龄 了 
的 生命 进行 观察 ， 可 能 获得 比 新生 几 单纯 活 到 Zz 岁 更 多 的 信息 ， 
壁 如 刚 通 过 保险 体检 或 刚 开 始 对 疾病 进行 治疗 等 。 与 此 有 关 的 生 
命 表 将 在 81.8 讨论 。 

这 一 节 对 以 上 两 种 情形 不 加 区 别 ， 认 为 现 龄 z 人 的 生存 与 新 
生 几 在 活 到 年 龄 c 条 件 下 的 条 件 生存 分 布 相 同 ， 即 

_ ettPo sz +t) 


;= = | (1.2.8) 
: zHD s(x) 





(1.2.9) 


按 这 种 方式 ，{1.2.7) 及 其 许多 特殊 情形 可 表示 成 
s(z +t) — s(x +t+u) 
tufa s(x) 
sla + sir +t) slr+t+u) 
s(x) s{x +t} 
= tPrudett- (1.2.10) 
三 、 整 值 剩余 寿命 


车 某 些 精 算 模型 中 ， 使 月 一 个 府 散 型 的 剩余 寿 合 随 宙 变量 ， 
定义 为 





K(r}=k Mk < T(z) <k+ 18 
k = 0,1,2,--- 


BR, Kc) 是 T(z) 的 整数 部 分 。 由 于 T(x) 是 连续 型 随机 变 
量 ， PrT(z) =k] = Pr[T(z) =k +1) = 0, 从 而 K(x) HRS 
函数 为 


li 


Pr(| K(x) k] = Prlk < T(z)<k+ 1] 
一 kpr — kfz = kbr k+1P2 


= kPriz+k 一 kfz k = 0,1,2,» (1.2.11) 


随机 变量 K(x) 可 解释 成 (zx) 未 来 存活 的 完整 年 数 ， 称 为 (ZT) 的 
整 值 剩余 寿命 [curtate-future-lifetime) ， 

在 根据 上 下 文 可 以 明确 为 (x) 的 整 值 剩余 寿命 时 ， K(2) 有 
HOMSRK. A, (ZA) 剩余 寿命 T(z) 也 时 常 简写 成 上 。 

四 、 死 亡 效力 

式 (1.2.3) 分 别 以 分 布 函 数 与 生存 函数 表示 (0) EMF TY 
条 件 下 于 年 龊 了 与 z 之 间 死 亡 的 条 件 概 率 。 令 其 中 z = 了 十 各 8 
则 该 条 件 概率 等 于 现 龄 zx 的 生命 在 今后 Ar 年 内 死亡 的 概率 


Ande = Pre < XK a+Az|X > 
_ F(a+Az)—-F(z) _ fi)AT 
«1 - F(s) 


1 一 F(z) 1 
其 中 f(z) = F'(z) 是 死亡 年 龄 (连续 型 随机 变量 ) HARE EA 
数 。 式 (1.2.12) 中 的 量 


(1.2.12) 


fiz) | lim Prlz <X < z+ Azr|X >z] 
1 — F(z)  Az—ot AT 


称 为 死亡 或 力 {force of mortality) 或 瞬时 死亡 率 ， 记 作 He, 即 


F(x) _ st) 
Hz = 7 Fla) sla)” (1.2.13) 








显然 kr oO. EMHRARARS mE, we 
称 为 X34 (failure rate or hazard rate) 或 故障 率 ， 更 完整 的 名 
RRA A ES Ae (hazard rate function) 。 

就 如 生存 函数 一 样 ， 死 亡 效 力也 可 用 来 确定 X 的 分 布 。 为 
i, (1.2.13) $e 改 为 了 并 加 以 整理 得 


~pydy = dlog s(y). 
对 这 个 表达 式 从 到 2 十 t 积分 ， 有 


r+t B s(x + t) 
Í Hydy = log on = log pe, 


Bp rt 
iP, = exp|— | Hydy). (1.2.14) 
T 


AM, ERE s= y-er 可 将 (1.2.14) 改写 成 
È 
eps = exp(— | Heads). (1.2.15) 


特别 是 ， 为 了 与 (1.2.6) 一 致 而 改变 符号 后 有 


spo = s(x) = exp(— 人 Hads), (1.2.16) 
# H 
F(x) =1- s(£}= 1- exp(— f mads), (1.2.17) 
F'(a)= fle) = peexp(— f pads) 


以 GE 与 9(#) 分 别 记 (x) 剩余 寿命 了 T(z) HOARE 
率 密度 函数 ， 从 (1.2.4) 知 G(t) = eqs, 于 是 


g(t) 


| 











d 
Gt, der 
d sla +t 
dt 1 s(x) 
s(x + t) -2E + J 
s(x) sf2 +t) 
tPobett i> 0. (1.2.19) 


KH, pelle dt 是 (ce) 在 年 龄 t5 t+dt 之 间 死 去 的 慨 率 ， 且 


oo 
j tPrtaptt = 1. 


由 (1.2.19) 可 得 


d 
aM 一 tPz) 一 


d 
一 dete” 一 (Pa fot: (1.2.20) 


A—-SRBRERRRSATARAA. H 


还 可 得 


即 


lim 


T= OG 


jit, npe = 0 


lim (— lognpz) = œ, 


t+ 
| lydy = oo. 
at 


这 一 节 的 内 容 概括 于 下 列表 1.2.1 RR 1.2.2 中 : 


MB 2 $F 


W121 EX 


i 


死亡 年 龄 随机 变量 2 


BS x 的 生命 


(7) 


G) HMR MMH Tie) kT 


212.2 死亡 年 龄 移 概 率 论 函数 








a Te MRSA ”生存 函数 RCRA 
F(x} f(x) a(x} Hz 
要 求 
42<0 Fl(aj=0 f(z) =0 a(x) = 1 Hx =0 
4ar>0 F(x) 20 fie) 20 s(z) > 0 Hs > 0 
lim F(%w)=1 jo fiz)=1 ss{o0)=0 h rds 
= 00 
关系 

表示 方式 
F(z) F(z) F(z) 1— F(x) LTE 
fiz) fT fislds f(r) 1— fa f(s)ds qt 
中 人) 1 一 six} —s'(z) s(x) ee 
se 1- ado Hada edo ods e7 fi sds jiz 


#122 的 下 半 部 分 概括 了 一 般 概率 论 中 的 函数 关系 及 其 对 
死亡 年 龄 的 特殊 应 用 。 有 关 死 亡 年 龄 的 许 儿 问题 可 按 一 般 概 率 论 
的 方式 形成 ， 以 下 即 为 一 例 ， 

F) 12.1: 如 以 4 表示 事件 A 的 补 事件 且 Pr(A) 40, 则 在 
概率 论 中 成 立 恒等式 


Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(A)Pr( BIA). 


对 事件 A= (T(x) <t] A B= lt < T(z) < 1], O<t< 1, A 
算术 语 来 改写 这 一 恒等式 。 

B: Pr(AUB) RA Pr[T(X) < 1] = ae, Pr(A) 为 tge, 而 
Pr( BIA) 则 是 1-2¢242, 所 以 


Gx = ta F tPr1-1Gx4t- 


61.3 ”生命 表 


正式 发 表 的 生命 表 通 常 包含 基本 函数 qz, lx, dz 的 数值 ， 按 各 
年 龄 列 成 表格 ， 可 能 的 话 还 会 增加 一 些 衍生 函 教 。 在 展示 生命 表 
之 前 ， 先 解释 一 下 与 前 节 的 概率 函数 直接 相关 的 这 些 范 孝 。 

一 、 生 命 表 函数 与 生存 函数 的 关系 

在 {1.2.9) 中 ， (x) 将 在 t 年 内 死亡 的 条 件 概 率 表 示 为 





_, sætt) 
tiz = l a(x) ' 
特别 是 有 
a, =1- s(x+ 1) 
s(x) 


我 们 现在 考 虚 由 lo ThE ARR. lo = 100,000 。 每 个 
新 生 考 的 死亡 年 龄 分 布 由 生存 函数 s(Y) HE. 同时， 以 L(x) i 
群体 中 生存 到 年 龄 x 的 个 体 数 ， 按 了 = 1,2,---, lo 对 个 体 标记 ， 
则 有 
lp 
Lix) = S I, 


j=1 


其 中 天 是 个 体 了 生存 的 一 个 指标 ， 即 


Le 1 4h aE Ewe, 
7 \ 0 EE. 


fo 
ElL(z)] = $ EK] = los(z). 
j=l 


将 五 1C(z)] 记 为 ix, 则 le 表示 lo 个 新 生生 命中 能 生存 到 年 龄 x 
的 期 望 个 数 ， 且 
i= los(a). (1.3.1) 


进一步 , 在 指标 J; PRE, Cle) 服从 参数 %= lo 及 
p=a(x) 的 二 项 分 布 。 注 意 ， (1.3.1) 并 不 要 求 独立 性 假定 。 

类 似 地 , 用 wD; 记 初 始 lo 个 生命 中 在 年 龄 了 与 XY 十 ni 之 间 死 
去 的 个 数 。 H Eln De WA nds 。 由 于 新 生 个 和 体 在 年 龄 2 与 十 
之 间 死 亡 的 概率 为 slz) 一 sz 十 Pi) 用 类 似 于 得 出 iz 的 论证 可 获 
ERA 


nde = E[n Da] = lg|s{x) 本 s(x + n)| 
一 jn (1.3.2) 


当中 二 1 时， 省 略 nDs 与 ndz 的 前 级 n 而 成 为 Di S dra 
从 (1.3.1) 可 以 看 出 





1 di, 3 (了 |] , ds 
一 一 一 一 二 一 = = — 1.3.3 
1 dz s(x) Hals da” ( 


鉴于 
[pa = loxrPotte, 


(1.3.4) 中 的 因子 lope 可 解释 成 年 龄 区 间 (zz +dr) 内 的 期 望 死 
CEE, 此外， 还 有 


t 
lz = lnexp(— f jydy), (1.3.5) 


rtn 
loin = lg exp(~ | Hydy), (1.3.6) 
站 
r+n 
le —lein = f Ly pydy. {1.3.7} 
= 


- 10- 


对 于 人 类 生 傅 ， 死 亡 年 龊 超过 110 岁 的 很 少见 ， 所 以 通常 假定 ， 
存在 一 个 年 齿 w, RH r <w if s(x) > 0 WS ec > w 时 
siz) = 0。 这样-- 种 年 龄 w 称 为 最 终年 龄 (limiting age} 。 

为 引用 方便 ， 以 后 将 生存 函数 都 是 (r) 的 加 个 新 生生 命 所 
组 成 的 群体 称 为 随机 生存 组 [Tamndom survivorship group) 。 

二 、 生 人 辣 表 实例 

在 “美国 1979-1981 年 全 体 人 口 生 命 表 ” (13.1) 中 ， 列 
出 了 函数 dele 及 tdz, 其 中 io = 100000 。 除 生命 的 第 一 年 外 ， 
表 中 函数 tqz Sid, 的 +t 取 值 1, RPM E TE 31.5 
中 讨论 。 

1979-1981 年 美国 生命 才 并 不 是 从 观察 100000 个 新 生 儿 下 
至 最 后 生存 者 死亡 而 建立 起 来 的 ， 而 是 基于 不 同年 龄 者 的 死亡 概 
率 得 出 的 。 在 按 这 个 生命 表 使 用 随机 生存 组 的 概念 时 ， 我 们 假 宋 
了 从 中 导出 的 概率 适合 生存 组 中 个体 的 奉 他 。 

表 1.3.1 BH 1979-1981 FSSA SER 


年 龄 区 间 死亡 比例 1000000 个 BPE AD FER ti 
ity HE FB 
MMEFR 在 这 个 ” 期 初 存活 
两 个 年 龄 。 者 在 期 间 BD Be 在 年 龄 ”及 以 后 者 的 平均 
fe) BY AT AA 的 死亡 生存 FO BRA MSR Mere 
比例 数 fi 区 间 中 
(1) (2) (3) (4) (9) (6) (7) 
cpiotet tGr fn tds tix Tz Ca 
天 
0-1 0.00465 100000 463 Zid F388 758 23.88 
1-7 0.00246 99537 245 1635 T387455 T4.22 
7-28 0.00139 99292 138 5108 7385850 74,38 
28-305 0.60418 99154 414 91357 7380142 74.43 
年 
0-1 0.01260 100000 1260 98973 7387752 73.85 
1-2 0.00093 98740 92 98694 T2887 73.82 
2-3 0.00065 98648 64 98617 7190091 12.89 
a4 0.00050 98584 49 98560 7091474 71.93 
4-5 0.00046 985355 4) 983515 6992974 70.97 
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年 龄 民间 


a 1? b 


死亡 比例 


0.00037 
G.O0035 
0.00030 
0.00027 
0.60023 


0.00020 
0.00019 
0.00025 
0.00037 
0.00053 


0.00069 
0.00083 
0.00095 
0.00105 
0.00112 


0.00120 
0.00827 
0.00132 
G.00134 
0.00133 


0.00152 
0.00131 
0.00130 
0.00130 
0.00131 


0.00133 
0.00134 
0.00137 
0.00142 
0.00150 


0.00159 
0.00170 


1000000 个 
出 生 者 中 
98495 36 
984599 33 
$8426 30 
8396 26 
98370 23 
98347 19 
08328 19 
88508 24 
98285 37 
98248 52 
Y8196 67 
98129 82 
98047 94 
97953 102 
97851 110 
97741 118 
97623 124 
97499 129 
97370 130 
97.240 130 
97110 128 
95982 126 
96856 126 
96730 126 
96604 227 
$6477 127 
96350 130 
96220 132 
gü 137 
45951 143 
95808 153 
95655 163 


EEA DO 
98477 6894399 
Y8442 Geo 922 
98412 6697450 
98383 6599068 
98395 6500685 
98338 6402327 
98319 6303989 
98297 6205670 
98266 6107373 
98222 6009107 
98163 5910885 
98087 5812722 
98000 5714635 
97902 5616635 
97796 8518733 
97682 5420973. 
YTOGL 5323255 
97435 5225694 
97306 5128259 
97175 5030953 
97046 4933778 
936919 4836733 
96793 4739813 
96667 4643020 
96541 4546353 
96414 4449812 
96284 4353398 
96155 4257114 
96019 4160959 
95880 4064940 
95731 3969060 
95574 3873329 


THR 


70.00 
69.02 
68.05 
67.07 
66.08 


65.10 
64,11 
63.12 
62.14 
61.16 


60.19 
59.24 
58.28 
o7.dd 
56.40 


65.46 
o4.53 
63.60 
52.67 
51.74 


oO, 81 
49.87 
48.94 
48.00 
47.06 


46.12 
45.18 
44.24 
43.30 
42,36 


41.43 
40.49 


FRE ”死亡 比例 


31—38 
38-39 
39—40 


4ĝ-4l 
41—42 
42-43 
43-44 
44-45 


45-46 
46 一 47 
47-48 
48-49 
49—50 


30—51 
51—52 
52-59 
53—34 
M-55 


55—56 
56-57 
57-58 
5&—59 
59—60 


60-61 
61-62 
62-63 
63-64 
64-65 


65-66 
66-67 
67-68 
68-69 


0.00188 
0.00197 
0.00213 


0.0232 
0.00294 
0.00279 
0.00306 
0.00335 


0.0366 
0.00401 
0.00442 
0.00455 
0.00830 


0.00589 
0.00642 
0.00699 
0.00761 
0.00830 


0.00902 
0.00978 
0.01059 
0.01151 
0.01254 


0.01368 
0.01493 
0.01628 
0.01767 
0.01911 


0.02059 
0.02216 
0.02389 
0.02585 


1000000 + HELAN EY SR ae 
出 人生 者 中 
05492 175 95404 3777755 39.96 
95317 i188 95224 3682351 38.63 
95199 203 95027 3587127 37.71 
94996 220 94817 4492100 36.79 
94706 241 94585 3397283 35,87 
94485 264 94334 3302698 34.96 
94201 288 94057 3208364 34.06 
93913 314 93759 3114307 33.16 
94599 343 93427 3020551 32.27 
93256 374 93069 2927124 31.39 
99882 410 92677 2834055 30,51 
92472 451 92246 2741378 29.65 
92021 495 91773 2649132 98.79 
91526 540 91256 2557359 27,94 
90986 584 90695 2466103 27.10 
90402 631 90086 2375408 26.28 
89771 684 89480 2285322 25.46 
s0087 739 88717 2195892 24.65 
88348 797 87950 2107175 23,85 
87551 856 87122 2019225 23.06 
g6695 919 86236 1932103 22.29 
85776 O87 85283 1845867 21.52 
84789 1063 84258 1760584 20,76 
83726 1145 83153 1676326 20.02 
82581 1233 81965 1593173 19.29 
81348 1324 80686 1511208 18.58 
g0024 1415 79816 1430522 17.88 
78609 1502 77859 1351206 17.19 
77107 1587 76314 1273347 16.51 
75520 1674 74683 1197033 15.85 
73846 1764 72964 1122350 15.20 
72082 1864 71150 1049386 14.56 
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年 龄 民间 ECEN 


(0-71 
71-72 
72-73 
73—74 
74-75 


TO-76 
(6-77 
17-18 
18-79 
79-80 


80-81 
81—52 
82—83 
S384 
84-85 


65-86 
6-87 
S788 
&8—89 
89-90 


90-91 
91-92 
92-93 
93-94 
94-95 


95-96 
96-97 
91—98 
98-99 
99-100 


100-101 


0,03052 
0.03315 
0.03593 
0.03882 
0.04184 


0.04507 
0.04867 
0.05274 
0.035742 
0.06277 


0.06882 
0.07552 
0.08278 
0.09041 
0.09842 


0.10725 
0.11712 
0.12717 
0.13708 
0.14728 


0.15868 
0.17169 
0.18570 
0.20023 
0.21495 


0.22976 
0.24338 
0.25637 
0.26868 
0.28030 


0.29120 


1000000 个 


68248 2083 
66165 2193 
63972 2299 
61673 2394 
99279 2480 
56799 2560 
24239 2640 
51599 2721 
48878 2807 
46071 289] 
43180 2972 
40208 3036 
3r172 3077 
34095 3083 
31012 3052 
27960 2999 
24961 2923 
22038 2803 
19235 2637 
16598 2444 
14154 2246 
11908 2045 
9863 1831 
8032 1608 
6424 138] 
5043 1159 
S884 945 
29.39 tod 
2185 587 
1595 448 
1150 335 


PAT 


出 生 者 中 
_ 
69-70 0.02806 70218 1970 13.93 


69233 978236 


67206 
65069 
62823 
60476 
98039 


55020 
o2919 
50238 
47475 
44626 


41694 
38689 
35634 
32553 
29486 


26461 
23500 
20636 
17917 
15376 


13031 
10886 
&948 
1228 
5733 


4463 
3412 
2562 
1892 
1374 


983 


909003 
541797 
776728 
713905 
603429 


995390 
339870 
486951 
436713 
389238 


344612 
302918 
264229 
2285965 
196042 


166556 
140095 
116595 
95959 
78042 


62666 
49635 
38749 
29801 
22573 


16840 
12377 
8965 
6403 
4511 


3137 


平均 条 命 


13.32 
12.74 
12.14 
[1.58 
11.02 


10,48 
9,95 
9.44 
8.93 
8.45 


T.98 
7.50 
T.11 
6.70 
6.32 


0.96 
5.61 
5.29 
4,99 
4.70 


4.43 
4.17 
3.93 
3.71 
3.5] 


3.34 
3.19 
3.05 
2.93 
2.82 


2.03 


年 龄 区 间 


101—102 
102-103 
103-104 
104-195 


105-106 
106-107 
107-105 
108-109 
109-110 


死亡 比例 1000000 个 静止 大 口 E HY fig 
出 生 者 中 

0.30139 815 245 692 2154 2.64 

0.31089 570 177 481 1462 2.57 

0.31970 393 126 330 981 2.50 

0.32786 267 88 223 £651 2.44 


0.33539 179 60 150 428 2.38 
0.34233 119 142 99 278 edo 
0.34870 TA ai 64 179 2.29 
6.35453 HE 1&8 424 il$ 2.24 
0.35988 433 12 27 Tà 2.20 


对 1979-1981 美国 生命 表 作 以 下 评注 将 会 是 有 有 益 的 : 


1 


nom G& bo 


. 新 生 儿 生存 组 中 大 约 1% 预期 在 生命 的 第 一 年 内 死去 ， 
. 新 生 儿 组 中 约 77% 期 望 可 活 到 65 岁 ; 

. 新 生 儿 生存 组 中 死亡 人 数 最 多 的 预期 发 生 在 83 岁 时 ; 
. 预期 死亡 人 数 的 局 部 极 小 值 发 生 在 11 YR OT SA; 
. 表 中 没有 给 出 最 弘 年 龄 w; 

6. 


虽然 je 的 数值 被 舍 入 为 整数 ， 但 是 根据 {1.3.1) 式 ， 并 不 
存在 非 这 样 做 的 理由 。 

表 1.3.1 的 形式 是 措 述 死亡 年 龄 分 布 的 常规 方法 。 另 一 种 可 以 
替代 的 方法 是 用 解析 形式 来 表示 生存 函数 , 诸如 s(z) 一 ec > 
0,z 之 0 等 。 绝 大 多 数 为 保险 而 对 人 类 死亡 进行 的 研究 都 使 用 表 
1.3.1 所 隐 含 的 s(x) = Lo /lo, 但 生命 表 只 对 整数 工 陈列 了 jos(z)， 
对 于 非 整 数 z, 则 需要 用 适当 的 插值 办 法 来 估计 s(x), 具体 细节 将 
在 $1.6 讨论 。 

例 1.3.1: 根据 表 1.3.1 佑 计 关于 (20) 的 以 下 事件 概率 。 


(1) 至 少 活 到 人 0 岁 ; 
(2) 在 70-80 岁 之 间 死 亡 。 


解 ， 
s{60) 460 .. 83726 __ 
(1) oR = joo = $3226 — 0.8566. 
s(70}—s(80) _ lzp—ign _ 6824843180 __ 
(2) aay = ‘apelin = SSE = 0.2565 
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Hr 


0 04 


O03 


0,02 


0.01 


0 10 40) 


1.3.1 


Ey My 


0 40) 


图 1.3.2 
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FET RE A 


pz BY IE 


Bi 


si 


Xx 
年 齿 


X 1000 
g 


年 齿 


Hiss LABRE 


通过 对 以 上 图 1.3.1-1.3.3 By ESE aT DA eRe i Ze BH RK AY EN 
R, DER BEREE 13.1 BH, MER Bi 
Tiki. 

注意 ， 在 图 1.3.1 中 ， pe > OR fp jzdx = co 看 来 满足 
{参见 表 1.2.2), RE CRAARN RA, £10 SA BMF RIK 
A. EM 1.3.2 R133, HR ltr 与 新 生 儿 死亡 年 龄 的 概率 
TERREA (比例 因子 为 loh ista 的 图 形 称 为 死亡 曲线 (the 
curve of deaths) . HCH lu. 在 10 岁 附 近 有 一 个 局 部 极 小 
fo. MAME 80 岁 附 近 取 得 。 BRL, 与 生存 函数 alo) 成 比例 ， 
其 拐点 对 应 hur SRR, EAA 


d d 


qp tia = 


d d? 


514 ”决定 性 生存 组 


搂 下 去 将 对 生命 表 作 出 第 二 种 非 概率 性 的 解 森 ， 这 种 解释 杰 
数学 上 起 源 于 减 率 (负增长 率 ) 概念 ， 旦 跟 生 物 学 与 经 济 学 中 增 
长 率 应 用 有 关 。 这 在 本 质 上 是 非 随机 性 的 ， 并 引出 Axe A 
#a(deterministic survivorship group) 或 #(cohort) 的 概念 ， 

生命 宕 所 表示 的 决定 性 生存 组 具有 以 下 特征 : (1) 初始 由 而 
个 0 岁 生命 组 成 。 (2) 在 每 一 年 齿 z, 有 效 年 死亡 率 ( 减 量 ) 由 生 
命 表 中 Ge 确定 。(3) 封闭 性 , 即 除了 开始 个 外 无 新 成 员 加 入 ， 
成 员 减 少 系 有 效 年 死亡 率 ( 减 量 ) HAR, 

外 这些 特征 可 得 出 决定 性 生存 组 的 发 展 ， 


4 = (1 -— gq) = lo — do 
lo = h(t — qi) =h — dy = lo — (do + di) 








I—1 
li» = lz 1ll ~~ Gz-1) = ty 1 一 day = ly — Ss" dy 
y=0 
省 一 工 
4 
= (1 - T ) = 和 (1 — 299), (1.4.1) 


Hl, 是 生存 组 中 活 到 cP OER, WRK 及 -一 系列 全 Gz 
生成 的 等 式 链 (1.4.1) 可 改写 成 


i = lapo 
b = hpi = (hypo: 
k 加 + f 
+ 
z-] l 
a = lepsz- = bo( [] py) = lozpo. (1.4.2) R 


y=0 


决定 后 生存 组 与 金融 数学 中 的 复 利 模 塌 可 以 类 比 ， 表 1.4.1 
概括 了 它们 之 同 的 一 些 类 似 之 处 ， 
表 1.41 ” 复 利 数学 与 决定 性 生存 组 的 相关 概念 


SF Æ ff 96 
A(t) = 时 刻 GF) WAS ER pz = 年龄 2(4) 的 组 员 总 数 
有 效 年 利康 GYR) BME (ME) 
i, = Att ate og = -ie 
Aw n A 【从 时 刻 二 开始 | 有 效 年 死亡 率 CASE x 开始 ) 
i= Attn) Aly dn = le laya 
利息 效力 (在 时 刻 t) 死亡 效力 
bt — limano M4 2] Hz = lima: v0 tea matea] 
— L dale) — _ i dis 
T ade dt Ei l dz 


表 1.3.1 中 的 小 标题 对 应 于 次 定性 生存 组 解释 。 尽 管 随机 生 
仔 组 与 决定 人 性 生存 组 的 数学 基础 不 同 , 但 是 引出 的 函数 ges le de 
上 其 有 同样 的 性 质 ， 可 同样 用 来 作 进一步 分 析 。 随 机 生存 组 概念 具 
有 充分 运用 概率 论 的 优势 ， 而 决定 性 生存 组 在 概念 上 较 简 单 且 便 
于 应 用 ， 但 它 忽视 了 生存 教 的 随机 波动 。 


81.5 He APR HH 


在 学 出 了 了 (x) 分 布 的 矩 的 表达 式 前 , 先 证 明 一 个 有 几 的 定理 。 

定理 1.5.1: k T PERU MMSE, OBR GE), 
慨 举 密度 函数 为 g(t) = G (t). wE G(0} = 0, z(t) 是 非 负 单调 
Ay pk eg ay, HE ERT) FE., BA 


[Wave 
0)+ f (ON ~ Gat 


ElztT) 


H 


/je = -an 一 Ga 


" 19 - 


= -2(s)[1— G(s + fa — G(s}}z'(s)ds. 


让 此 可 见 ,， 只 须 证 明 limy_. zH- GH= 0. A a(t) HERA, 当 
2(t) FWRD, 2(2) 必 有 界 , 由 分 布 函数 性 质 limt > G(t) = 1 
可 得 im 2{¢)[l — G(t)] =0 。 而 当 z(t) 单调 增加 时 ， 


0 < 2(¢)[1 GO = z(t) f ” 9(s)ds < f ~ a(8)o(s)ds. 


RE Elz(T)] 存在 性 可 知 limo f° z(s)g(s)de = 0, 于 是 也 得 
出 
fim z{t){1 ~ G(t)] = 0. 


定理 从 而 证 毕 。 
EiT (e) 称 为 期 望 剩余 寿命 ( complete-expectation-of-life), 
记 作 ez 。 根 据 这 一 定义 


e= EIT (2x) =| b:Pa Hzd. (1.5.1) 

按 z) =t R G0) =1- p, 用 定理 1.5.1 可 得 

n= 三 rdt. 1.5.2 

€ f iP di ( J } 
ik z(t) = 0 用 定理 1.5.1 可 得 

ET (2)*] =/ t Doble + edt = 2 / tp idt, 
从 而 可 将 方差 Var[T(2)] aR 
VarP] = BIT(e) (ETE)? = 2 f° tpsat — 2 
0 


以 上 应 用 定理 1.5.1 时 ， 假 定 ET] 及 ET] 存在 ， 辟 如 当 
TFAA s(x) = (1 4 Z) ”时 ， 这 些 假 定 就 不 成 立 。 
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OM a 
| 


(x) 的 F 42 #4 & # (median future lifetime)m(x) 由 以 下 等 
式 次 定 : 


Pr[T (2) > m(x)] = 5. 


on s(x +m(z)) _ t (1.5.3) 
s(x} 2 
解 出 mir). m, mi0) 由 s[m(0)] = # H. 
对 于 离散 随机 变量 ， 可 用 类 似 方法 证 明 一 个 与 定理 1.5.1 F 
行 的 定理 。 
定理 1.5.2: 设 A 是 取 值 于 非 负 整 数 的 离散 型 随机 变量 ,分 
WARA Gk), FER BR glk) = AG(kK 一 1), 如 果 (k) 是非 负 
A AAAH EK) 存在 ， 那 么 


Elz(K)] = Dz(k)g(k) 


k=) 
2(0) + YG k)A2(k), 
k=O 
这 里 ， 差 分 记号 A 含义 如 下 : Ahk) =h(k+1)—Alk). 
对 (z) 的 整 值 剩余 寿命 K, t Gk) = 1 一 pup, 应 用 定理 
1.5.2 可 得 


Elz(k)l = z(0) + 3 Az(k) ni Pe (1.5.4) 
A= 
FEH A ne M 
EK] 一 S kkPrlr+k = 5 k+1P <x; (1.5.5) 
k=0 k=0 


称 为 期 望 整 值 利 余 硅 *(curtate- -expectation-of-life), 符号 为 ez. 
同 理 有 


his 才 | 


E[K*| = $ krpagetk = > (2k + 1)e+1ps, (1.5.6) 
k=ġ k=O 


I] > 


Var[K| = E[K?] ~ (EIK]) = > (2k + DriPr ~ Ca 
k=0 
下 面 给 出 生命 表 1.3.1 PR ERARE FE Le K 
示 初 始 lo 个 生命 的 生存 组 在 年 龄 + 与 十 1 之 闻 生 存 总 年 数 的 
PE, ED 
i =f tlo rrttdt + irti, (1.5.7) 
i) 


其 中 ini 项 代表 活 到 2 十 1 岁 的 所 有 生存 者 在 1 年 中 的 生存 年 
数 和 ， 积 分 项 则 代表 所 有 在 年 龊 z 与 十 1 之 间 死 亡者 在 这 一 年 
中 的 生存 年 数 和 。 对 (1.5.7) 行使 分 部 积分 得 


1 
Ly = -j disse + lz+1 
0 


1 1 
一 让 +f TH 十 让 +1 = f lepit. (1.5.8) 
0 
me 上 。 可 用 来 定义 Y PER R(central-death-rate at age 
IT)mz, 其 定义 为 


oh lepttc+edt _ lx 一 bat 
fo landt Ls 


GET, ERUR Io 个 成 员 的 生存 组 在 年 龄 x 以 后 生存 总 年 
数 的 期 望 值 ， 即 


Le 


T 


(1.5.9) 


| 


Oc 
j 下 ttt 


— f ” tdlest = f ondt, (1.5.10) 
0 0 

其 中 运用 了 定理 141(g(t) = EH = Pehr) 。 生 存 组 在 年 

a cc OY AS le 个 生存 者 以 后 的 平均 生存 年 六 


Jo lattdt _ oo 
= AH 


| 


+ ie 


与 (1.5.1) 及 (1.5.2) 相同 。 
Rau- TKA, EPR ec 5r+1 之 间 ， 死 亡者 在 这 一 年 
中 的 至 均 生 存 年 数 alzj RE XA 


1 
a(x) 一 fo tetratidt (1.5.11) 
jo bet tierat 
按 概 率 观 点 
1 
ae) = J Patetedt RTT <1]. 
fo tPxbe+1at 
BD FR TEE 


Pt 一 dat 0 < ft x 1, 
也 就 是 说 一 年 中 死亡 系 均 名 分 布 ， 堵 么 
1 
a(z) = | tat = 1 
0 2 
除了 年 轻 与 年 老 的 场合 ， 可 用 3 作为 afz) 近似 值 。 
例 1.5.1: HEA 
Ly = a(z Hs + (1 — a{r)llisr 
F La oe zist , 
解 : 从 (1.5.7) 及 (1.5.11) 可 得 


a(x) Lz ted 


ly — lz+1 | 
即 Le = a(x\le + [1 — afin. 近似 公式 


可 通过 对 【1.5.8) 中 积分 运用 梯形 规则 近似 得 出 。 


+ 


$1.3-1.5 中 , 有 关 生 命 表 的 一 些 关键 术语 概括 列 在 表 1.5.1 之 


中 。 
表 1.5.1 #5 

概念 名 称 符号 
(x) 的 整 值 剩余 寿命 随机 变量 Kix) a K 
(x) 的 期 望 整 值 剩 余 寿 命 es = E[K(a)j = E[K] 
(2) 的 期 望 剩余 考 命 es= E[T(2)| = EIT] 
(z) HBAS MRE T(x) 或 了 
初始 io 个 成 员 的 生存 组 在 年 龄 z 以 后 

生存 总 年 数 Ts 
+ AD) 工 岁 的 成 员 数 随机 变量 L(x) 
生存 组 中 活 到 x 岁 的 期 望 数 lz = ELL(z)] 


在 年 龊 = 与 十 mn 之 间 死 亡 数 随机 变量 nDo 
在 年 龄 与 工 十 之 间 的 期 望 死 亡 数 nd, = E[n Pa] 
(ar) 的 中 位 剩余 寿命 mir) 


81.6 ”关于 分 数 年 龄 的 假设 

81.3 的 生命 表 完 全 确定 了 整 值 剩余 寿命 K 的 概率 分 布 ， 但 
要 想 得 出 了 的 分 布 ， 还 须 对 整数 点 之 间 的 分 布 作 适 当 假 定 。 我 们 
将 考察 三 种 精算 学 中 广泛 使 用 的 假设 ， 这 些 假 设 都 以 生 企 困 数 来 
Fik, UF k 荐 整数 ，0< 上 < 1, 三 种 假设 分 别 为 

(1) 死亡 是 均 名 分布 的 : sir +t) = (1—t)s(a}t+is(2+)). 

(2) 死亡 效力 蚌 常数 : s(x +t) = s(xzje 外, # p = 
— log Pr 0 

(3) Balducci 假设 : Tet = on + Teri a 

BiLe T SE orb HR ARE BB ST BK 
表达 以 上 各 种 假设 ， 详 见 表 1.6.1 。 

本 书 将 主要 采用 死亡 为 均匀 分 布 的 假设 ， 以 下 对 胡 1.6.1 中 
假设 (1) 各 栏 进 行 推导 ， 其 它 很 设 下 的 情形 可 作为 练习 ， 由 读音 
自行 推导。 将 以 上 假设 () 中 sz +t) 的 表达 式 代 入 


» OAs 


表 1.6.1 分 数 年 龄 的 概率 论 函数 


(1) (2) 
HIJRA | BRIO RA | Balducci ik 












qe T= ae 
ta 1- (1—t)ge 
vortt ET ry 
Bott I-(-*)¢e 





tP Hartt 





得 出 第 一 个 栏目 
t 一 1 
In 一 tls(z) — s(x + 1)] = tan, 
s(x) 
党 一 个 栏目 
ipa 一 ] — tz = 1 一 Így, 
而 第 三 个 栏目 
s(x+t})—s(x+tty) 
ylz =o 一 一 


s(x +t) 
yilsiz} - s(x + 1))/s(a) 
(s(x) ~ ¢[s(x) — s(x + 1)]}/s(2) 
Yer 
一 Ege 
对 于 第 四 个 栏目 , 由 sòs +t) = gele +t) = —s(x) + s(x + 1) 
得 


I 


mau = (a +t) 7 s(x) — s(x +1) 
+ s(æ +t) {1 ~ t)s(x) + tala + 1) 
_ s(x) — s(x + 1)]/s(z) qa 








{s(x) — t(s(x) — s(x +1)}/s(r) 1— tg 


eH EER, O< < 1( 前 三 行 对 t= 二 0 及 二 1 也 成 立 , o<yK< 
lytt lu = —logp,. 


-95 ， 


RIE—-+EA RED SSOP SHR. 
XY Fe T fi F xi 


T=K+S (1.6.1) 


定义 随机 变量 S = S(r), 它 是 死亡 年 的 生存 时 间 ( 即 小 数 部 分 ) 。 
FE, 对 于 Ü < S < l, 


Prk<T<k+s] = PrilK =kNS<¢ 8; 


kja Ge = kPraGazt+k: 
如 果 利 用 表 1.6.1 中 均匀 分 布 假设 下 的 sPrik, MA 


PrIK =kNS<s) = kPrSie+k 
一 ilgzs = Prlk = k]Pr[5 < s|. (1.6.2) 


换言之 ， 在 死亡 为 均匀 分 布 的 假设 下 ， 随 机 变量 KS 相互 独 
立 ， WAS AAR (0,1) 上 的 均匀 分 布 。 
例 1.6.1: 在 常数 死亡 效力 假设 下 ， 随 机 变量 K 与 5 是否 也 
yY? 


解 : 用 表 1.6.1 中 常数 死亡 效力 假设 下 的 栏目 可 得 到 


PK =KNS< 5 = kPraletk 


kPell 一 (Pek |. 


“pet 不 是 与 无关 时 ， 我 们 无 法 将 K 与 5 的 联合 概率 分 解 
成 两 个 分 别 只 依赖 六 与 只 依赖 s BRIA: 在 pryk =p, 5k 


PrK =k0OS < s| =p*(1— p°) 


1 — n? 
=(1 -Dip = Pr[K = HPrIS < sl, 


» 26 + 


KS thir, 

例 1.6.2: 在 死亡 为 均匀 分 布 的 假设 下 ,证 明 (1) ee= ez 十 二 
(2) Var[T| = Var| K] + $ 

M: (1) e= EIT] = E[K + 5] = E[K]4+ E[S] = es + 4, j 
里 使 用 了 区 间 (0,1) HASSA ORE SG. 

(2) RE K 与 S 的 独立 性 及 (OL) 上 均匀 分 布 的 方差 为 S 
可 得 出 


it 


Var IT = Varlk +S] 


l 
= Varl A] + Var[S] = Var| K] + 19 


91.7 某 些 关于 死亡 的 解析 规律 


对 死亡 或 生存 阻 数 作出 解析 形式 假定 的 理由 有 三 个 。 第 一 是 
哲学 上 的 ， 一 些 作者 基于 生物 学 论据 提出 ， 八 类 生存 服从 与 物理 
定律 同样 简单 的 定律 。 第 二 是 出 于 实际 考虑 ， 与 一 个 只 会 几 个 参 
数 的 函数 打交道 总 比 或 许 有 100 个 参数 或 死亡 概率 的 生命 表 容易 
毕 。 第 三 个 理由 在 于 从 死亡 数据 出 发 居 计 参数 的 便利 性 。 

对 生存 曙 数 的 简单 解析 形式 的 支持 近年 已 经 下 降 ， 许 多 人 觉 
得 ， 相 信和 死亡 服从 某 种 敬 裔 定律 是 天 真 烂 漫 移 。 而 且 随 着 高 速 计 
算 机 的 出 现 ， 角 些 解析 形式 在 计算 上 的 优势 也 不 再 重要 。 尽 管 如 
上 比 ， 有 大 死 亡 的 解析 定律 的 生物 学 论据 ， 丰 一些 令 人 感光 趣 的 研 
冠 中 又 用 事 重 提 。 

表 1.1.1 展示 了 对 应 于 不 同 假说 的 解析 死亡 效力 与 生存 画 
数 ， 并 给 出 了 发 现 者 与 发 表 年 份 。 注 意 表 中 特殊 符号 

B k 


一 达 和 生生 和 浓 和 于 稼 于 于 这 和 和 区 逢 入 玉 汪 玉 玉 于 克 玉 到 


mus loge n+l} 


表 中 Gompertz 律 是 Makeham #4 A = 0 时 的 特殊 情形 ， 两 者 
在 二 1 时 导致 指数 分 布 {常数 死 广 效力 ) 。 


R171 各 种 假设 下 的 死亡 与 生存 函数 


发 现 者 is a(x) 限制 

de Moivre ({w-xr} 7 一 三 Era 
(1729) 

Gompertz Be? expj 一 mate — 14] B >0,ež1l, 
(1825) x > 0 

Makeham A+B exp[~Ar—mfe"-1)| B>O,A> —-—B, 
(1860) e>la>d 
Weibull kr” exp{- uzt! k> O,n > Q, 
(1939) 2 > 


# 1.7.1 中 s(x) 一 列 系 代入 式 (1.2.16) 而 得 ， 例 如 按 Make- 
ham ETO, 











siz) = exp | 一 | (A+ Boaz 
0 
= exp -A 一 as 
= exp|-Az — m(e* — 1), 
B 
其 中 m = logc ° 


附录 2A 的 示例 生命 表 在 年 龄 13-110 之 间 是 按 Makeham 
律 编制 的 ， 那 里 


10004; = 0.7 + 0.05(10°4)*, (1.7.1) 


Se Eid, RR ERRERA. 


$1.8 ”选择 与 终极 生命 表 


在 31.2 曾经 提 到 ， (2) Mal rtt 岁 的 概率 tp TARR 
解释 。 第 一 种 解释 是 在 仅 有 的 新 生 上 多 活 到 x 岁 假 定 下 的 概率 ， 此 
时 可 用 生存 函数 求 出 这 个 概率 ; 第 二 种 解释 是 在 关于 x 岁 牛 命 
进一步 信息 可 蓝 得 情况 下 的 概率 ， 这 时 用 原始 生存 函数 计算 有 关 


. oR. 


(z) HAAR RELA. BM, 一 个 年 龄 了 的 人 可 能 已 
被 接受 人 寿 保 险 ， 这 一 信息 促使 我 们 认为 其 剩余 寿 傅 分 有 不 同 于 
我 们 本 来 可 能 会 假设 的 。 在 这 种 情况 下 ， 需 要 能 反映 新 获得 信息 
的 特殊 生存 函数 。 换 言 之 ， 关 于 这 种 生命 的 完整 模型 是 一 族 生生 
函数 ， 对 每 一 个 诸如 被 接受 保险 或 臻 残 年 龄 ， 都 有 一 个 相应 的 生 
存 函 数 。 这 一 族 生存 确 数 可 看 成 一 个 二 元 明 数 ， 其 中 一 个 变量 是 
获得 新 信息 的 年 龄 zl, 另 一 个 变量 是 此 后 的 生命 延续 时 间 + 。 这 
样 ， 与 这 个 二 元 生存 函数 相 联 系 的 每 个 生命 表 了 浮 数 都 是 按 | 了 | 与 
t 排列 的 二 元 阵列 。 

图 1.8.1 中 的 简略 阵 询 说 明了 以 上 概念 。 例如， 已 知 -~-- 组 30 
岁 人 群 的 特殊 信息 ， 就 可 为 他 们 建立 一 个 特殊 生命 表 。 在 30 # 
后 :年 至 1 十 1 年 内 死亡 的 条 件 概 率 记 为 gi30]+i? + 一 0Q,1,2,.…., 
出 现在 图 1.8.1 的 第 一 行 。 下 标 中 的 [30] 表明 与 图 中 第 一 行 相 联 
系 的 是 在 30 岁 获 得 特殊 信息 后 的 生存 函数 。 图 中 第 二 行 是 在 31 
岁 获 得 特殊 信息 后 的 死亡 概率 。 在 精算 学 中 ， 这 样 的 生存 表 称 为 
选择 生命 表 {select life table) 。 

选择 对 于 剩余 寿命 全 的 分 布 的 影响 ， 会 在 选择 之 后 逐 痢 消 
失 。 经 过 一 段 时 间 ， 不 管 曾 经 在 包 一 个 年 龄 选择 ， 活 到 相同 岁数 
大 的 死亡 概率 将 基本 上 相等 。 更 精确 地 说 ， 如 果 存 在 一 个 最 小 到 
yr, 使 得 对 所 有 选择 年 龄 [æ] 及 所 有 7 > 0, gl] tr 一 glz 四 +r 十 于 
小 于 某 个 正 数 ， 那 么 可 以 通过 截断 二 维 阵 列 的 7 十 1 列 以 后 各 列 
而 建立 一 组 所 谓 选择 与 终极 生命 表 [select-and-ultimate tables) 
。 对 于 延续 时 间 超 过 7 的 可 使 用 近似 


Qo-jtrti = jer J > 0. 


开始 的 了 年 延续 构成 了 t4 (select period) 。 
北美 精算 学 会 对 按 标准 受理 个 人 寿险 的 人 群 死 亡 研 究 采 用 15 


+ A u 


年 选择 期 ， 即 


选择 之 后 年 份 
第 15 年 第 16 年 8 第 17 年 





fact = 14 


— a sz — 


Gi- 14 





二 .es 
| i 1 H DE ay (1 ° 

Papis ispi =) 各 (选择 
“ xxxX 革 15 年 选择 期 之 后 生存 给 的 替换 路 径 


W181 BHA I 年 的 选择 、 终 极 与 综合 死亡 雪 


Gei] tist} = dla]+1s 了 >ü. 


超过 选择 期 的 有 关 死 亡 概率 只 以 达到 的 年 龄 作为 下 标 ,例如 4130) --15 
J 9[251+20 都 写成 qas 。 


. 3G ， 


fyi ee, Het ph ee IA FUSED HBA, BR 综合 
A, 例如 表 13.1, KHRHARENRA-HE-THABST 
表 ， 通 常 称 为 AMA, 

E 1.8.1 包含 死亡 概率 及 相应 的 函数 lyin MH BORE 
精算 学 会 发 表 的 英国 生命 保险 表 A1967-1970 。 这 个 表 的 选择 期 
为 2 年， 作为 示例 ， 当 然 要 比 选择 期 为 15 年 的 表 容 易 使 用 ， 





表 1.8.1 英国 A1967- i970 RSA 

(1) (2) (3) (4) (3) (6) (7) 
T] 1000g z 1000¢.,)41 1000D¢.4+2 f = 了 1 十 1 fz42 x + 2 
30 0.43767 0.57371 0.69882 34829 43814 338795 a2 
31 0.45326 0.59924 0.73813 33807 33791 33771 30 
$2 0.47711 0.03446 0.79004 33784 33767 33746 34 
33 (0.5096) 0.68001 O.85577 33760 338742 33719 3D 
S40 O.ba117 0.73655 0.93663 33734 33715 33690 36 


在 表 1.8.1 中 ， 我 们 注意 到 32 SAN STROCR BBE 
qiza) = 0.00047711 < gl81l+1 = 0.00059924 < gs2 = 0.00069882. 


这 些 概 康 的 大 小 顺序 看 上 去 好 象 是 有 道理 的 ， 因 为 刚 被 接受 人 者 
保险 着 的 死亡 率 应 该 更 低 些 。 表 中 列 (3) 可 视 为 终极 死亡 概率 

为 建立 -个 选择 与 终极 生命 才 ， 一 般 先 建立 终极 部 分 。 这 一 
过 程 可 使 用 诸如 (1.4.1) 的 等 式 产生 一 组 数值 Rir = la 其 中 
r 是 选择 期 长度 。 然 后 根据 关系 式 


Ele pr 
lejer = EE k = 0,1,2,- -,r— 1 
Plr]l+r—k—1 
完成 选择 部 分 。 
例 1.8.1: HÆ 1.8.1 估计 
(1) span. (2) 18i] (3) sqtaaj44- 


解 : 将 这 一 章 前 面 建 江 的 公式 运用 于 选择 与 终极 表 ， 于 是 


31. 


p igt _ 32 
ao} tio 
= 33795 = 0.99899. 
33829 
(2) 
_ l+ T f[31] 二 2 _ lall+1 — i33 
1|4[31] 加 liai] tay) 
_ 33791 — 33771 _ 9.00089. 
33807 
(3) 
— igij+1 7 131+4 _ lla1]+1 — l35 
34[31]+1 Tey Tena 
_ 33791 一 33/19 — 0.00213. 
33791 
习题 
81.2 
1. 按 表 1.2.2 完成 下 表 空 缺 的 栏 上 月 。 
s(x) F(a) fiz) Ha 
tgr, Qars 
e7 g> 


2, 验证 下 列 每 一 个 函数 可 作为 死亡 效力 ， 并 与 出 相应 的 生存 
wide (WF «> 0). 


{i} Be Bra e>l (Gompertz) 
(2) kr” n>O k>O {Weibull} 
(3) abt)! a>0 b>0 { Pareto) 


. 49, 


3. DIE FIRAT EE, HK AMY He, Fe) 
与 Fle) . 
s(x) =e” M2» >0. 
4. 说 明 人 下列 函数 为 什么 不 能 作为 相应 符号 所 指明 的 鲨 数 。 
(1). Hz = (1+ 2 g)” , 2 0, 
(2). (e) = 1- BP + AE Gp, 0<7 人 3 
(3}. f(x) =a"te -1/2 » >0,n>1. 


5. # s(t) =1 - gp OS eS 100. HH 
(1) Hz (2) F(z). 

(3) f(x). (4) Pr[10 < X < 40l. 
6. 验证 pgo = —As(k) ULB dopao xj90 = 1 e 
1.3 §14 


7. 如 果 当 20 < g£ < 25 Ef Hs = 0.001, 估计 32l2920 。 
8. 如 果 生 在 组 中 LO 个 牛 命 的 生存 时 间 相 互 独立 并 由 表 1.3.1 

给 出， 求 £(65) HERAS, BERTE., 

9, 设 a(x) = 1-5, 0S 7 < 12, yb =9, 并 且 生 存 时 间 相 互 
独立 ， 则 (3Do,3D3,3D6,3D9) 服从 多 项 分 布 。 计 算 

(1) 每 个 随机 变量 的 期 望 值 .。 

2) 每 个 随机 变量 的 方 者 。 

(3) 每 对 随机 变量 的 相关 系数 。 

10. Æ 1.3.1 Aa, 

(1) 比较 sec 与 5% 的 值 。 

(2) 估计 (25) Æ 80 岁 与 85 岁 之 间 死 去 的 概率 。 

11. Bla ERI OSEI 内 严格 递 碱 ， 证 明 

(1) Wi lege FIM, Gli de > Ba 。 

(2) 如 lept EM, 则 da < Hea 

12. 证 明 

(1) 当世 jy < u i, Fella) <0. 

(2) 当 Eue = 02 t, $ (leha) = 0. 


- 33° 


(3) 当 fp, > wet, £ leta) > 0. 

13. 设 一 个 随机 生存 组 由 两 个 子 生存 组 构成 : (1) 1600 个 新 
生 儿 生存 者 ; (2)540 个 10 年 后 加 入 的 10 岁 生 存 者 。 BAAS 
的 死亡 大 摘录 如 下 : 





如 了 与 Y2 分 虽 是 子 生存 组 (1) 与 (2) 中 活 到 7 SH ERS 
人 数 ， 在 各 生命 独立 性 的 假定 下 估计 常数 c, 使 得 Pr(Y) +o > 
c} = 0.05 , 
81.5 

14. 以 es 记 (2) 在 年 龄 与 十 Rn 之 间 的 期 从 剩余 寿 合 。 
证 明 


n 
Erm] | tips fir+2at + Thy Pr 


7 
一 | Padé. 
ü 


这 个 量 称 为 AoOMEBA RA, 
15. 设 随机 变量 了 的 概率 密度 函数 为 (t) = ce“, t > 0, 
其 中 常数 c > 0 。 计 算 
(1)é,= EIT). (2)Var[T]. (3) median [T] (rH ftt) 。 
16. 设 Hepi =t,t>0, 计算 
(1) iPr feat: (2) Eg- 
17. 设 随机 变量 二 的 分 布 图 数 为 


t 
0 << 10) -— zr 
F(#) — ¢ 100-< 一 
| {> 100-2. 


计算 


THT - 


(1) €z. (2) Var[T]. (3 } median |T]. 
18. iE HA 

(1) iPr = ¢Pzlite 一 Hett). 

(2) 是 e,=e, Hr — 1. 

(3) Aes = QrEz41 一 Pr- 

19. 设 s(x) = Y- 0 < g < 100, R 

L) 17p10) (2) 15436; (3) 15|13036， 
(4) p36; (5) e36. 

20. 验证 以 下 断 语 : 

(1) a(ejd, = Ly — Dott 

(2) 例 1.5.1 中 前 近似 在 豆 13.1 中 用 于 计算 Lo, BARAT 


计算 Ly. 
(3) Tz = 2 Lete. 
k=0 
$1.6 


21. 验证 表 1.6.1 中 常数 死亡 效力 与 Balducci 假设 下 有 关 栏 
AAA A iA, 

22. ÆR 1.6.1 的 三 种 假设 下 分 别 面 出 jxit,0 之 t+ 之 1 的 图 
JB. FE i tH A AE FE 

23. AR 1.3.1 PLEA, ER 16.1 的 三 种 假设 下 分 别 计 
算 L/2P65 a 

24. 用 表 1.3.1 URE- EREC A B, k median[7)]， 
EH T 是 

(1) 0 #, (2) 50 4 
人 的 剩余 寿命 。 

25. i gro = 0.04, 97, = 0.05 , 计算 (70) EM 701 5 711 
之 间 死 亡 的 概率 ， 其 中 假定 

(1) 每 一 年 龄 死亡 均 名 分布; 

(2) 每 一 年 龄 死亡 服从 Balducci 假设 。 

206. HÆ 1.3.1 PL 栏目 及 表 1.6.1 中 每 个 假设 分 别 计 算 


35 ， 


(1 )lim,_go- He: (2) lim, —eo- He; (3) Heol: 


27. 如 采取 常数 死亡 效力 假定 ， 证 明 
(1) a(x) = Ure ere" (2) alr) 2 1- E. 
28. 如 采取 Balducci Wig., WEA 

(ljal) = -级 (gz +logpe) (2) a(x) = 3 — F. 

61.7 

29, ik # 1.7.1 中 de Moivre 律 及 Weibull BARE HA 
30. $ HEAR PF stag th A de Moivre 36 È Œ M #2 IE = 


T 
s(z)=(1-—}", O<2<w,a>Q0. 
Ww 


计算 
(Luz. (2) €x. 
31. 用 表 1.8.1 计算 
(1) 298331 上 1 (2) 2p[31]41- 
32, Œ 
1 — BEE 一 Fr 人 
{r+k 


RA 选择 指数 。 当 它 接近 于 ON. HARRER, AFB 
1.8.1 计算 人 = 32, 皮 二 1 及 2 时 的 选择 指数 ，。 

ine 

33. 设 一 个 50 岁 生 命 在 50 圣 5 岁 间 面临 额外 危险 。 如 里 
正常 情况 下 在 50 至 51 崔 间 死亡 概率 为 0.006, mA hE en E 
未 成 附 邵 一 个 年 妇 值 为 0.03 并 均 休 递减 到 年 末 值 为 0 的 死亡 效 
力 ， 计 算 该 生命 活 到 51 SR, 

a4. em Bec > 0, AMSEC RA oes, OS << 1 ee 
成 Hz 一 2 时， 人 zz) 在 1 年 内 死亡 的 概率 减 半 .。 BRA we EK. 

39. 从 一 个 标准 死亡 表 ， 将 其 死亡 效力 翻 倍 和 导出 第 二 个 死亡 
表 。 对 任意 给 定年 龄 r, 新 表 的 死亡 率 qr 与 标准 表 的 死亡 率 gq 


- 365 ， 


Mi BTA. TTAR EEE TA ? 

36. 如 pe = Bc?, WR lou, 在 满足 Bro = loge HER ry 
取得 最 大 值 。 | 提示 : 利用 习题 12| 

37. 设 jz = poe POO. 

(1) 计算 生存 函数 a(x) 。 

(2) 验证 死 广 年 龄 X 分 布 的 众 数 【使 概率 密度 函数 取得 最 大 


值 的 数 ) 为 
log{log ¢) — log A 


t0 = 
loge 
38， 设 对 于 40 < 7 < 100, ps = we 一 a, 计算 
(1) 40P50 。 (2) 死亡 年 龄 X 分 布 的 众 数 ， 


39. (1) EACH DOW F EH 

Me = ig = fm 
(Q\ERRERCMARA TTA mz, 结果 用 9x 表示 。 
(3) Æ Balducci 假设 下 计算 m., 结果 用 9x RA. 
(4) Wi, = 100- z, 0 < g< 100, 根据 定义 


et 
ne = n; np T 
E boxed 
计算 10™s0 。 
40. 证 明 K 5 S hy MAM Y4RUR 
sGrtk 
Qr+k 


对 于 0<s<1 PKB A, 


. 37. 


62.1 4] = 


这 一 章 将 建立 为 减轻 死亡 所 引起 不 利 影响 而 设计 的 人 寿 保 险 
的 模 异 。 与 风险 理论 中 讨论 过 的 短期 模型 不 同 ， 这 些 保险 的 长 期 
性 使 得 只 投保 到 赔 村 期间 的 投资 收益 (利息 ] 成 为 不 可 忽视 的 因 
素 。 在 这 里 所 考察 的 人 寿 保 险 中 ， 赔 付 金 额 与 时 间 只 依赖 于 被 保 
院 人 的 歼 亡 时 间 ， 换 主 之 ， 模 型 将 以 被 保险 人 人 的 剩余 寿命 随机 室 
二 为 依据 。 

尽管 这 一 章 只 提 及 人 寿 保 险 ， 但 这 些 想 法 也 适用 于 其 它 对 象 
时 保险， 如 机 器 设备 ， 贷款， ARES. 实际 上 ， 只 要 姥 政 影响 
Ne MAT AUR SN CER RR aE, A 
一 章 的 一 般 模 型 就 有 用 武之 地 ， 


82.2 死亡 即刻 赔付 保险 


Kt ARRS RE ASL ERE RAI RE, E 
— WOME RR AE ERB. ot AP RE ER AE Re Bt E 
Ke 0 EASA ERAS Rot Al SA, 称 为 由 
Bw. b AMT MSSM, HA aR. 

对 于 贴现 鲨 数 ， 我 们 假定 利息 效力 是 决定 性 的 ， 即 模型 不 包 
舍利 县 效力 的 概率 分 布 ， 而 且 通 常 在 利息 效力 为 常数 的 很 定 下 给 
出 比较 简单 的 公式 。 

受益 赔付 额 在 保单 发 行 时 的 现 值 


zi 一 tv, (2.2.4) 


* aK ， 


HK Hy LH. MERE eB R E A E E A BD h e E A 
保险 人 (投保 时 年 龄 为 z) MMA RHR T= T(r). TEË 
保单 在 发 行 时 的 现 值 是 随机 变量 27 。 除 非 根据 上 下 文 项 要 更 周 
到 的 符号 ， 我 们 将 这 个 随机 变量 记 为 Z, 即 


i= bpur (2.2.2) 


下 面 将 就 各 种 情形 建立 Z 的 概率 模型 。 对 有 具体 人 寿 保险 的 第 
一 步 分 析 是 定 出 如 Fw, 随后 下 一 步 根据 T 的 分 布 得 出 2 的 某 
些 特征 。 以 下 对 几 种 常见 保险 分 别 按 步 就 班 进行 讨论 ， 其 结果 总 
结 在 这 一 节 最 后 的 表 2.2.1 中 。 

一 、 定 额 受益 保险 

n PAR BBR RAE nN CRIED SEE AT 
如 果 当 (c) 在 nn 年 内 死亡 时 应 付 受益 人 例 额 为 1 个 单位 ， 那 么 


Ep vs e™ = (1+7, S 是 利息 效力 ，i 是 有 效 年 利率 。 这 里 
有 两 个 约定 : 其 一 是 因为 剩余 寿命 力 非 负 变 量 ， 寻 Roy SRM 
FRB ti EX: 其 二 是 对 于 使 为 0 的 t 值 ，i 取 慎 多少 无 关 
紧要 ， 可 根据 方便 来 写 出 n HEM, 

对 于 人 寿 保 险 ， 现 值 随 机 变量 Z HMR + ERE 
或 2. oh #4. OK HP (net single premium), EPES HME R., EAA 
味 着 一 次 性 缴 付 而 不 是 按 年 、 半 年 , $, 月 或 人 寿 保 险 实 践 中 接 
受 的 其 它 方式 分 期 缴 付 。 

读者 可 能 发 现 ， 与 随机 事件 发 生 相 关 的 赔 村 额 现 值 的 斯 望 值 
在 不 同 场 侣 有 不 同和 名 称 。 在 风险 理论 中 ， 期 望 损失 称 为 纯 保 费 。 


， 39. 


这 一 词汇 普遍 用 于 财产 与 责任 保险 中 ,在 第 三 章 里 与 生存 相关 联 
的 支付 额 现 值 的 期 望 值 称 为 精算 现 值 (actuarial present value), 
这 与 退休 计划 中 的 术语 一 致 。 虽然 以 上 三 者 都 合适 ， 但 在 讨论 人 
寿 保 险 时 ， 我 们 采用 净利 缴 保费 这 一 名 称 。 更 准确 的 称呼 应 该 是 
期 望 赔 付 现 值 。 我 们 将 按 国际 精算 符号 规则 ( 见 附录 4) RIC 

在 (x) 死亡 即刻 应 付 1 个 单位 金额 的 ni OE BAR e NAE 
保费 为 ELZ), 记 作 Al, 。 根 据 (1.2.19) 给 出 的 了 ORR HEM 
数 可 以 计算 


Al, = BlZ|=Eleri= | 2g(bdt 


= 上 Viprliztrdt. (2.2.3) 
Z 的 分 布 的 7 了 阶 短 为 
FZ?) 一 | (op 


n , 
| eI pele tidt, . 


其 中 5 是 利息 效力 , Mose, WEAR, Zg Urea 
当 于 利息 效力 换 成 OHA. 这 一 高 阶 算 性 质 在 一 般 情 况 下 
H A AE. 

定理 2.2.1: 对 于 (2) 的 有 关 大 寿 保 险 ， 设 时 刻 SAMARAS 
算 起 ) 的 利息 效力 为 如, See pw Be YB oe a A Oe F Ue a D 
果 对 所 有 上 上 都 有 OL — by, 那么 按 利息 效力 & tH EZ] 等 于 
按 利息 效力 j6。 计算 的 五 [2], 即 EZ Gs = E[2Z1@j6, , 

证 ; HBA AAEM. A 


t 
zt = exp(- f dds), (2.2.4) 


- Af) ， 


而 | 
vi = exp(- | 36,d8) 
0 
是 相应 于 利息 效力 26s 的 贴现 函数 。 
BIZ) = El(brer?| = Elbe! 
= Ebru . 
从 定理 2.2.1 可 得 出 

Var[Z] 一 Ana 7” (Aim): (2.2.5) 


其 中 241 是 1 个 单位 nn 年 期 保险 按 利 居 效 力 为 24 计算 的 兆 至 


TIT) 


终身 人 寿 保 险 (whole life insurance) 在 被 保险 人 未 来 任何 时 
候 死 亡 时 都 提供 赔付 。 如 果 (e) 死亡 时 应 付 金额 为 1 Tei. B 
“A 


Z=v', (T > 0), 
KPA BRAHAM, PERRERA 


一 wad r 
A, = E|Z| = | V Polla+edt. (2.2.6) 
0 


AGARRE n 年 期 保险 当 nn 一 oc 的 极限 情形 。 
例 2.2.1: 设 (x) 的 剩余 寿命 T(z) 的 概率 密度 交 数 为 


1 
= QO<t< 80, 
at) =| 0 RE. 


按 利息 效力 6 计算 1 个 单位 金额 终身 保险 的 现 值 随机 变量 4 的 


- 4] + 


1) GETAR. 


3) 第 8 9J verve Eog 。 
和 解 : 
52 (1) A, = = ElZ] = 一 0 wg(tdt = foe Tét T oat = ine 
ü. 
(2) Var[Z] = “A, — (Az)? = a 一 (= =~), b#0. 
(3) 根据 定义 ， Pr[Z < &5) = 09. H Z= By = 
e°<1 TH (参见 图 2.2.1), Z <9 ShF TPA HHA 
Bo" =fou. M 











Prlf > h| = a 1 一 
y `> — — 
| | j a0 dt = 0.9 


et A= 8, 于 是 
-85 


fo =v =e 


Z < fas 





图 2.2.1 Eog 2B 


A9. 


BJ 22.2: % 100 个 相互 独立 的 = 岁 生 命 的 死亡 效力 p= 
0.04( 相 同 ), 投保 死亡 时 赔付 受益 金额 为 10 单位 的 终身 人 寿 保 
险 。 受 益 爹 将 从 一 个 瞬时 收益 率 ( 即 利息 效力 ) 6 = 0.06 的 投资 基 
金 提取 。 计算 t 一 0 时 的 最 低 投资 金额 ， 使 得 大 致 以 概率 0.95 保 
汪 有 充足 的 基金 可 供 支付 死亡 受益 ， 

解 : 对 每 个 生命 ， 


b=10 t>0, w=v t2>0, Z=10e' T20 


将 这 100 个 生命 CRE RAL) 编号 ， 总 赔付 额 的 现 信 为 


100 
S=) Z; 
l 
其 中 Z 相互 独立 , 与 Z 有 相同 的 分 布 。 由 


_ eo jt 
E|Z] = 104; = 10 | eM udt = 19 = 4, 
[Z] | H oy: 


Var|Z] = 10°[* A, — (A,)*] = 100(0.25 ~ 0.16) = 9, 


可 得 
EJS] = 100 x 4 = 400, 


Var[S] = 100 x 9 = 900. 
所 求 最 低 金 额 DYE 
Pr(S < h) = 0.95, 








Bp 
S ~ E[S] _ h- 400 
P < = 0.95. 
enan ~ 30 035 
按 中 心 极 限定 理 作 正 态 近 似 可 得 


h — 400 
30 





= 1.645, 


a ， 


h = 449,35. 


初始 基金 449.35 与 赔付 额 现 值 的 期 望 值 400 的 差异 49.35 
Fs OR face BAY Hom (ESME) SY 12.34% 。 

这 个 例子 使 用 了 风险 理论 中 的 个 体 风 险 模型 ， 并 对 5S 的 概 
率 分 布 作 正 态 近似 。 与 短期 情形 的 主要 区 别 在 于 ， 这 里 保费 的 
利息 收入 也 用 来 提供 赔付 受 蔓 金 。 图 2.2.2 画 出 了 假如 在 时 刻 
1/8, 7/8, 9/8, 13/8, 15/8 分 别 有 一 个 死亡 及 时 刻 10/8 有 两 个 
死亡 时 的 基金 在 开始 两 年 内 的 变化 情况 ， 在 表示 支付 受益 金 的 问 
Wem 是 瞬时 增长 率 {利息 效力 ) 为 6 = 0.06 HBR HME. 





图 2.2.2 基金 变化 情况 示例 


2, Mf 
?年 期 生存 保险 ( 纯 生 存 保 险 ) 只 有 当 被 保险 人 从 保单 生效 起 
至 少 活 纪年 时 才 提供 支付 。 如 果 应 付 额 为 1 个 单位 ， 那 么 


"| t<n 


+ dd - 


wy =v t> 0 


0 fan 
é= | v Ton. 
硅 生 存 保险 中 唯一 不 确定 的 因素 是 理赔 是 否 发 生 。 车 理赔 发 生 ， 
则 赔付 金额 与 时 间 是 预先 确定 的 。 年 期 生存 保险 的 净 意 缴 保 寓 
ia A, 。 设 Y 是 活 到 之 十 n 岁 这 一 事件 的 指示 变量 ， 即 被 保 
BAES cin SHA 1, 否则 取 值 0, 于 是 ZH vy, 


Asa = EZ) =v" EY] =v" npe, 
VarlZ| = v“ VarlY] = vn IEIY’] 一 (EYD 
= 0" (ape — (npa) ] = v” nPenGe 
= Arh ~ Men - (2.2.7) 


n 年 期 两 全 保险 ( 亦 称 养老 保险 ) 不 管 被 保险 人 在 多年 内 死亡 
还 是 生存 到 n 年 期 末 都 提供 支付 。 如果 保险 金额 为 1 个 单位 且 死 
亡 受益 在 死亡 即刻 赔付 ， 那 么 : 


bh = 1 t > G, 
É <n 

v = 了 
v t>n, 
z= Tan 
v Thn 


其 净重 缴 保 费 记 为 Asma s 

这 种 保险 可 看 作 史 年 定期 人 寿 保 险 与 只 年 期 生存 保险 的 混 
台 。 设 定期 保险 ， 生 存 保 险 与 两 全 保险 的 现 值 戎 机 变量 分 别 为 
Zi, Z2 5 23. BRA 


Z3 = 414+ £z, (2.2.8) 


. 45: 


Py dt Hix ic HA 4g 
Arm = Ata + Ana: (2.2.9) 
根据 定理 2.2.1 可 得 B12i]@6 = E[Z,| G76 
Var|Z3} = Ara — (Aen). (2.2.10) 
方差 Var|2Z3al 也 可 通过 (2.2.8) 得 出 ， 
Var[Za} = Var[21) + Var{2Z2] + 2Cov[Z;, Z2]. (2.2.11) 
RAR 
Cov[X, Y] = E[XY] — E[X]E[Y]. (2.2.12) 
并 注意 到 Z122 = 0, 可 知 
Cov[21, Z] = -E[ZJE[Z] = — Al, A, 4. (2.2.13) 


将 (2.2.5),(2.2.7) 及 (2.2.13) 代入 (2.2.11) 可 获得 用 只 年 定期 人 
寿 保 险 与 生存 保险 的 净 素 缴 保 费 表示 的 Varl2Z3] 。 

由 于 净 写 缴 保费 是 正 的 ， Cov|21, Z) 必 小 于 零 ， 也 就 是 说 
Z 与 Z2 负 相 关 。 不 过 两 者 的 相关 系数 并 非 一 1 。 

=, HARE 

m 年 递 延 保险 (延期 保险 ) 只 有 当 被 保险 人 在 保单 生效 的 m 
年 之 后 死亡 才 提 供 受 益 支付 ， 其 方式 与 期 限 可 以 是 以 上 讨论 过 的 
任何 一 种 ,。 例如 m FRESER SACHAS 1 个 单 
位 时 ， 


- 4A - 


m| Ac 一 三 Up DR (2.2.14) 


例 2.2.3: 考虑 赔付 金额 为 1 个 单位 的 5 年 递 延 终身 保险 。 设 
被 保险 人 (z] 的 死亡 效力 为 常数 几 = 0.04, He 5 = 0.10 计算 受益 
We it MOA Sha: (1) 期 望 值 ， (2) 方差 ， (3) 中 位 数 Los 。 

解 ; (DUARA HA ó, 


ox 
7 Bt -ut a, fH H(t) 
sje = f € e "pdt = Tyg ， 


将 点 二 0.04 E 6= 0.10 代入 得 


(2) 根据 定理 2.2.1, 


— B84 26) BeBe tey2 一 
Z| = — H — = 0.0301. 
Var|Z] vm T l T zé | 





(3) Z 与 了 的 关系 在 图 2.2.3 中 给 出 。 虽然 了 RELL 

机 变量 , 但 2 却 是 混合 型 的 , 在 2 = 0 处 有 集中 的 概率 。 当 
Pr(Z =0) = Pr{T < m) > 0.5 m, gos = 0; 否则 是 下 式 的 解 ， 
Pr(Z < fo5) = 0.5. (2.2.15) 


. 47- 





A223 Zz 与 T 的 关系 图 


在 本 例 中 


Pr(Z = 0) 


| 


5 
Pr{T <5) = f e “0.04dt = 1—e-02 
0 
0.1813 < 0.5. 


于 是 0.5 由 (2.2.15) 决定 ， 即 
Pr(Z =0)+ Pr(0< Z < f5) = 0.5, 
Pr(0 < Z < &5) = 0.3187. 


这 等 价 于 
Pr(v? < £4.53) = 0.3187. 


也 就 是 
Pr(T > log, £9.53) = 0.3187. 


# id h = log, 50.5， 出 h 满足 


hPg = 0.3187, 


- dit. 


利用 ape = e -004* 可 得 


log 0.3187 
~ 9.04! 
于 是 
cn 5 = p” = oO tio 
= (0.3187)001 = 0.0573. 
fy) 








a 


Priz = 0) = 0.1813 


图 2.2.4 2 apa 
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这 个 例题 中 具有 非 零 概率 密度 的 之 的 最 大 值 为 e-01x5 — 0.6065, 
TMP TAS, BRUT RP MANA A bem 


Fly) = Pr(Z < y) = 0.1813 + 4°, 


从 而 概率 密度 函数 为 0.4957060 < y < 0.6065. Z 的 分 布 略 图 
(EAS 2.2.4 中 给 出 ， 其 中 的 尖 状 阴影 标记 代表 在 Z= 0 的 集中 概 
E, A 0.1813, ET AEM M BRAGAR RH, DAGANE 
用 于 >D0 时 的 概率 密度 函数 ， 

2 的 分 布 向 右 高 度 偏 斜 , 尽管 其 总 的 分 布 落 在 区 癌 (0, 0.6065) 
主 ， 其 均值 为 0.1419 , 而 它 的 中 位 值 只 有 0.0573. 这 种 向 大 的 下 
值 方 向 偏 斜 的 特征 是 所 有 保险 领域 中 的 许多 理赔 分 布 所 共有 的 ， 

A, SMS RR 

由 (2.2.1) SN CRA hi MAT OME CBR Se A 
术 级 数 遂 增 或 递减 的 保险 ， 这 种 保险 常 作为 附加 受益 出 售 ， 

递 培 终 身 人 者 保 险 [inereasing whole life insurance) 当 (x) 
FER LEST ATA 1 个 单位 受益 金额 ,第 2 年 死亡 时 则 赔付 2 
个 单位 受益 金 ， 并 以 此 类 推 。 其 受益 函数 为 


bi=[t+1] t>0. 
其 中 方 括 号 表示 最 大 整数 隙 数 
=k k<t<k+1, k=0,41,.... 


EGEE 


可 与 出 赔付 额 更 值 随 机 变量 
2 = breve = [T + ller. 


-K0 - 





AX PEER Bie HT PR EAD 


(fA), = Elz] = | é + lulape eyed 


oo k 
= 5 K f UV Dulte ede. 
k=] k—1 


与 前 面 1 个 单位 定额 受益 保险 不 同 ， 高 阶 矩 并 不 等 于 按 测 整 利息 
效力 计算 的 净 熏 缴 保 费 ， 只 能 按 定 义 直接 计算 。 

保险 受益 金 的 递增 可 以 比 一 年 一 次 更 频繁 ， 或 者 相反 。 对 于 
年 递增 m 次 的 终身 天寿 保 险 ， 当 被 保险 人 (z) 在 第 1 个 土 年 内 
死亡 时 ， 受 益 金 额 为 十 , 在 第 2 个 寺 年 ( 即 寺 年 至 和 年 ) 内 死 
亡 时 ， 受 益 金额 为 大. 以 此 类 推 。 其 受益 函数 可 表示 成 


a= Pmt pg 
m 

由 

U = y t> 0 
得 T 

z” [mE +1] 

m 

HRE ARRA 


(m) 3 yf 
(PVA), = E[Z] = fi > [mt + Lipa tin+ edt. 


在 m > co 的 极限 情形 是 在 时 间 t 死亡 时 赔付 受益 金额 f 的 保 
险 ， 其 有 关 函 数 为 
b=: t>0. 


MH =v f > Q, 


Z = Trt, 


+ FL > 


GERRARA TA). 
(TA), = fl i ty Prepidt. 
将 此 式 写成 
co pt 
44jz= Í ( | ds)v" (pa pia+edt. 
交换 积分 次 序 并 根据 (2.2.14) 可 得 


œ foo ， 
(iAj: = j | v ¢Prbte+tdlds 
3 


= | Ads, 
0 


这 表明 ， 一 个 保 额 连续 递增 终身 人 寿 保 险 等 价 于 一 系列 递 延 定额 
终身 人 寿 怀 险 。 

如 果 只 有 当 死 亡 发 生 在 7 年 期 限 内 时 才 支 付 受益 金 的 话 ， 这 
种 保险 称 为 递增 n 年 期 人 人寿 保险 。 

与 递增 nn 年 期 人 人寿 保险 互补 的 是 RA MARR Ede 
creasing n— year term life insurance), 在 第 1 年 死亡 时 赔付 n， 
第 2 年 死亡 时 赔付 n 一 1, 以 此 类 推 ， 在 最 后 第 n 年 死亡 时 赔付 
1 。 这 种 保险 的 有 关 靖 数 为 


_ju(n-[T]) T<n 
z= T>n. 


FF RRR A 


一 n . 
(DA).% = [ u'(n — [t])tPrtotedt. 
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K—- PRA NRW R221, HARARE GH 
注 指 明 是 否 可 根据 定理 2.2.1 计算 高 阶 算 。 
2.2.1 死亡 即刻 赔 村 保险 概要 
(1) (2) (3) 


保险 省 称 受益 函数 b 贴现 函数 vy 
t>0 t>0 
终身 人 寿 1 y“ 
l tin 
n EWAH 0 ton yt 
0 tan n 
n FH l t>n v 
n 年 期 两 全 1 v tsa 
vo >y 
| l matá m+n 
TE m ER n TER AH 0 t<mt>men v 
i E+ ten 
按 年 递增 n 年 期 人 考 >n v* 
REEM n FHAN n= ten vt 
ü >n 
年 m eee Ag lm ut 
(4) (5) (6) 
A {FL og Sx z PHR 高 阶 
一 0 人 下 
SiG A 让 A, 
n 年 期 人 寿 ue Ala L. 
G tän 
n 年 期 生存 eo isn Az 1. 
t 
n 年 期 两 全 上 j 、 r Azm 1 
n 
re: ut m<lt“imtn _ 
HE m 年 的 4 年 期 人 人寿 0 t<mt>men mn dr 1 
， jt + ijt ten - 
fi ER He n ERA 0 i> n (AVL. 2 
, (n—[t}v ten - 
KERE n EHAE D >n (DAY m 2. 


年 KRM At Hlm (A), 2 
n T O ĝġūOO O e 


l. | PES PR EREATARA EAR, WA 
iA j>l, 
2. 直接 按 定 义 计算 EZ]. 


82.3 ”死亡 年 末 赔 付 保 险 


上 一 节 建 立 的 人 寿 保 险 模 型 中 ， 受 益 金 是 在 死亡 后 立刻 赔付 
的 。 在 实践 中 ， 儿 乎 所 有 的 保险 都 是 如 此 。 这 些 模型 建立 在 保单 
发 行 时 被 保险 人 的 剩余 寿命 了 的 基础 上 ， 然 而 有 关 了 之 概率 分 
布 的 最 佳 信息 来 自 离 散 形式 的 生命 表 ， 也 就 是 说 ， 现 成 的 是 整 值 
剩余 寿命 K 的 概率 分 布 。 这 一 节 与 下 一 节 建 立 的 模型 将 弥合 这 
个 差异 ， 在 那些 模型 中 ， 受 益 金 与 赔付 时 间 只 依赖 于 被 保险 人 存 
活 的 完整 年 数 ， 即 所 谓 死亡 年 末 赔 付 (payable at the end of the 
year of death) . 

所 要 建立 的 模型 将 以 被 保险 人 (xX) 的 整 值 剩余 寿命 为 基础 。 
受益 函数 bea SUS uy 分 别 是 受益 金额 与 从 赔付 时 至 回 
湖 至 保单 签发 时 的 贴现 因子 。 当 被 保险 人 的 整 值 剩余 寿命 取 便 为 
kk 时 ， 其 死亡 时 间 是 在 第 让 十 1 年。 受益 赔付 额 在 保单 发 行 时 的 
现 值 函数 为 

Zk+1 = Ük+1Vk+1 (2.3.1) 
Xp, Z=%2K+1 是 现 值 随机 变量 。 
对 于 死亡 年 末 赔 付 1 个 单位 金额 的 只 年 定期 你 险 ， 有 


二 01 
k+1 0 EË, 


iX PPR RE BR 
n-i 
Ala = EJZ] = $0 pede rk. (2.3.2) 
k=0 
定理 2.2.1 经 适当 改变 符号 后 , 对 死亡 年 末 赔 付 保险 亦 成 立 。 
例如 对 以 上 nn 年 定期 保险 


VarlZ| = Aim 一 (Ana) 


其 中 


‘Ana 一 人 eR) det k: 
k=0 
对 于 kz) 的 终身 人 人 寿 保 险 模 型 ， 可 在 n 年 定期 保险 模型 中 令 
n 一 OO, PERRE 


OO 
A; = > ot Det k- (2.3.3) 
k=0 
Cx 
lAs = Su" T date, (2.3.4) 
k=0 


这 一 等 式 是 保单 发 行 时 大 个 了 多 被 保险 人 的 净利 缴 保 费 基 金 总 
种 己 按 死亡 现 期 流出 的 资金 量 现 值 之 间 的 平衡 关系 。 
表达 式 . 
So a disk (2.3.5) 
k= 


是 保单 发 行 时 相应 于 7 了 年 之 后 按 死 亡 预 期 提供 赔付 的 那 部 分 资 
= ERARENA Sea r 年 之 后 成 为 


mo i) 
vi Seta = Sob Hay, (2.3.6) 
k=r k=r 
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与 (2.3.4) ERTE, ZER (2.3.6) 等 于 LAL, BS 
经 过 7 年 赔付 支出 与 利息 收入 的 实际 基金 之 间 的 差异 有 两 方面 来 
W: 其 一 是 按 所 采用 的 生命 表 预 期 的 死亡 与 实际 死亡 的 偏差 ， 其 
二 是 按 假 定 利率 计算 的 利息 收入 与 实际 利息 收入 的 偏差 ， 

Bt 2.3.1: 一 组 30 岁 男性 建立 的 基金 设 定 在 每 个 成 员 死 亡 时 
赔付 其 指定 人 1000 元 , 约定 提供 给 基金 的 金额 等 干校 美 国 1979- 
1981 年 全 体 男性 人 口 生 命 表 及 年 利率 6% HERENEN. 这 
个 基金 运行 的 实际 结果 是 ， 第 2 与 第 5 年 分 别 有 1 大 死亡 ， 第 1 
年 利息 收入 的 年 利率 为 6%, 第 2 与 第 3 年 利率 都 是 6.5%, $ 4 
与 第 5 年 是 了 贸 。 试 问 第 5 年 未 该 基金 按 计 划 之 初 决定 的 期 望 值 
与 实际 基金 的 差异 是 多 少 ? 

M: 将 = 30,v = re 及 生命 表 数据 代入 (2.34) 可 算得 
Ago = 0.11518, 同 理 可 得 Azs = 0.1445842 X Pp = 0.9902582 . 
100 人 的 基金 开始 值 为 


100 x 1000A39 = 11518, 
3 年 后 的 期 望 值 应 该 是 


i 
100 x 100072 Ags = 10° x 0,9902582 x 0.1445849 
30 
14317.57. 


| 


以 .Fk W k FREES A, RRR 
Fy = 11518, 
Fy = 11518 x 1.06 = 12209.08, 
Fz = 12209.08 x 1.065 — 1000 = 12002.67, 
F = 12002.67 x 1.065 = 12782.84, 
F4 = 12782.84 x 1.07 = 13677.64, 
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Fs = 13677.64 x 1.07 — 1000 = 13635.07. 


AR OK 2 BAA 14317.57 一 13635.07 = 682.50 。 这 一 结果 综合 了 5 
年 期 间 的 投资 与 死亡 经 验 ， 实 际 投资 收益 超过 了 假定 的 6% 年 收 
兽 率 ， 而 另 一 方面 ，2 人 死亡 却 比 期 望 数 0.9742 BE, 将 这 种 综 
合 第 果 按 诸如 投资 收益 、 死 亡 理赔 等 不 间 来 源 进行 解释 是 保险 公 
司 精算 师 的 职责 之 一 。 

受益 金额 为 1 个 单位 的 n 年 期 两 全 保险 是 1 个 单位 受益 金 
的 如 年 期 保险 与 上 一 节 半 年 期 生存 保险 的 混合 ， 有 关 函 数 为 


Oggi = 1 k=0,1,:-- 


boa utti k=0,1,---,n-1 
HIT] a ë k=nn+l, 


7 _- v+ K=01,---,n-1 
v” K = nnl. 


HRA RA E 
7-1 


Aza = ` vt De dath + U" nDe- (2.3.7) 
k=0 


递增 终身 保险 在 被 保险 人 存活 上 个 完整 年 份 后 死亡 的 第 十 1 
FRE A+1 个 单位 ， 其 受益 ， 贴 现 及 现 值 随机 变量 为 


bey = K +1,K =0,1,2,---, 


v4 =v*tl K = Q,1,2,---, 
Z=(K+1)o*t! K =0,1,2, 


PEAR WIA), 。 


» AY? > 


TAn EMER EE k PERE RCN k+1 年 
kip n-k TRR AKRAMRMMLEA 


| n-k k=0,1,..…,n—1 
bk+1 = 


0 kon nti, 
tees SUT, k= 0,1,. 
z= (n—-K)jv®t! K=0,1,---,2-1 
0 K =t, n+: 


KAR RE UR ES (DA)L 。 

15 FET PAL At OATES AOL, EAT RY HR BE 
系列 保 额 为 工 个 单位 的 递 延 定额 保险 。 同 样 ， 递 减 定期 保险 等 价 
于 一 组 不 同 保险 期 限 的 定额 保险 之 联合 。 图 2.3.1 对 递减 8 年 其 
REM HT RH oy 的 图 形 ， 从 图 中 可 以 看 出 ， 它 等 于 保险 额 为 
1 个 单位 的 工 年 ，2 年 ，.… 8 年 定期 保险 的 受益 遂 数 之 和 ， 也 
可 看 作 保 额 为 8 单位 的 一 年 定期 保险 , 保 额 为 7 单位 递 延 1 年 的 
一 年 定期 保险 ，.…, 保 额 为 1 单位 的 递 延 了 年 的 一 年 定期 保险 之 
和 。 

兆 艳 缴 保费 的 有 关 等 式 可 从 分 析 上 了 予以 证 实 。 按 照 定义 ， 


nl 


Yin — bo pager 


k=0 


(DA) om 


他 一 十 
= $ (n- k), Aly. (2.3.8) 
k=0 
HBR n EREE EA ERA ET FA i ER E R 
TARALA. 


入 一 点 一 圭 


n= So l 


7=0 


. BR - 








图 2.3.1 


?了 单位 递 延 1 年 的 1 年 定期 保险 


1 单位 递 延 2 年 的 1 年 定期 保险 


1 革 位 6 年 定期 保险 


递减 8 年 期 保险 


代入 (2.3.8) 式 并 交换 求 和 次 序 可 得 


(DA) im 


n—la—-k-l 
k+l 

leut kPrietk 
k=0 j=0 
n—ln—j—-l 

+1 
UN Da det i 
j=0 k=0 
m—1 

1 

2, Ay nm— jl? 
J 二 


.5 ， 


即 递 减 n OF SY OR Pie AD a E A E BR 2 E H R Rie oS E 


保费 之 和 。 
Big, #231 给 出 了 本 节 讨 论 的 死亡 年 来 赔付 保险 的 有 天 
HARASS. 
R2ZIKCEREARRRE 
(1) (2) (3) 
FEAH 受益 函数 bki WG ER Bo vas 
(Rk = 0,1,...) (Kk = 0,1,---) 
终身 天寿 1 v 
n 年 期 人 寿 1 k&=0,1,---,n—-1 yet 
0 k=mntl, 
n 年 期 两 全 I vt! £=0,1,---,n-1 


v kamat 
$E m E 1 k=m e mtn-l grt! 
n FHAS OF &£=0,---,.m—-TLmin,::: 
撤 年 递增 站 k+l k=0,1,---,n-1 ft 
年 期 人 寿 D koant+l, 
REREN n-k k=0,1,---,n—-1 vet 
THA 0 k=nn+i,-: 


AFE ktl prt 
BAR 
(4) (5) (6) 
H fH PE RE Ze oF fe 高 阶 
{k= 0,1,..-) 保费 HE 
Ra NF yer A, 1. 
n 年 期 大 寿 vt! k=0.1,.:.,n—l Als 1. 
Ü k=m n+l, 
n 年 期 两 全 oft k=0,1,---,n-1 Aum 1 
v konntl, 
ig HE om 年 的 prt = m, 二 nn-1 minz l. 
n 年 期 人 寿 0 b=0,---,-m—Lmtn,- 
按 年 递增 全 二 DJ 0 4 


n FEA O konyn+1,:-- 

EFRR (n-k t! k=l on-l (DAD 2. 
n 年 期 人 寿 0 k=nntl, 

接 年 递增 (k + Dv UA) 2. 
He a 
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1. 定理 2.2.1 成 立 ， 形 式 上 有 Var[Z] =A- A’. 
2. 定理 2.2.1 不 成 立 ， 需 直接 计算 Var[2] 。 


682.4 ”死亡 即刻 赔付 与 年 末 赔 付 关 系 
我 们 从 终身 人 寿 保险 开始 探讨 死亡 即刻 赔付 与 死亡 年 末 赔 付 


的 保险 之 间 关 系 。 对 于 受益 金额 为 1 个 单位 的 死亡 即刻 赔付 终身 
AEE, M (2.2.6) TARF ERRAN 


Ag = f V iPafie+edl 
0 


o pk+1 ， 
= > f 1 nz 
k=0" 


oo pl 
一 > | orRETeH1GS 
k=0 "9 


Oo 1 
一 wtp, | vo) pes htark+sds. (2.4.1) 
k=0 0 
采用 $1.6 讨论 的 整数 年 龄 之 间 死 六 函数 形式 的 假定 ， 式 (24.1) 


中 最 后 的 积分 可 以 用 离散 生命 表 函 数 来 表示 。 
在 1 年 中 死亡 是 均匀 分 布 的 假设 下 (参见 表 1.6.1) 


aPrtkliz+tk+s = dr+k US ssl, 





代入 (2.4.1) 得 
_ ital 1 
A, = Y H apagas | 268-1) ys 
k=0 0 
一 ef — 1 i 
一 > yet kPriz+k F 一 gfe (2.4.2) 
k=0 


其 中 i 二 ee? 一 1 为 有 效 年 利率 。 
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在 死亡 均匀 分 布 的 假定 下 ， 以 上 等 式 应 在 情理 之 中 。 1 个 单 
位 的 金 络 在 三 年 中 均匀 地 连续 支付 的 话 ， 按 利息 效力 5, 等 价 于 
年 末 一 次 忻 支 付 $, 所 以 理所当然 应 该 有 A, = tAr 。 

式 (2.4.2) 也 可 利用 均匀 死亡 假设 下 剩余 寿命 随机 变量 的 性 
mew. A161), TH K+S, RPS @ 死亡 之 年 小 数 生 存 
部 分 随机 变量 。 在 死亡 均匀 分 布 假设 下 ， K 与 3 独立 是 S 服从 
(0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 。 据 此 可 得 


Ay 一 Ejo] — Eju tys] — Elu® +1) Eje? 


| 
Ap Í Tids = As (2.4.3) 


91.6 也 讨论 过 整数 年 龄 之 闻 死 亡 效力 为 常数 的 假设 ， 此 时 死 
亡 郎 刻 赔 付 与 死亡 年 末 赔 付 保险 的 净 肥 缴 保 费 关系 可 作为 习题 请 
wa AHS. 至 于 Balducci 假设 ， 所 得 的 死亡 效力 在 一 个 年 岁 
PRS AE MME, 而 且 导 出 的 兆 肿 缴 保 费 关系 也 更 
为 复杂 。 

接 下 来 分 析 按 年 递增 的 1 年 期 人 寿 保 险 。 对 于 死亡 即刻 赔付 
的 这 种 保险 ， 其 现 值 随机 变量 为 

z- | THIT Ten 
0 T >n, 


HF[T+1]=K+1,AAT=K+84 


ga | (K+ et tee? Ten 
Q T >n. 


将 年 末 赔 付 的 按 年 递增 n 年 期 保险 的 现 值 随机 变量 记 为 W, 则 


W = (K + 1)y*71 =01,..:,n—1 
0 A=nnt+iy--:, 
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Z = Wot, 
于 是 在 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 
El2] = EW] = EWE") 
= (Aas 


注意 到 以 上 两 个 结果 的 相似 性 : 


i 
UAn = Alem, 
对 于 一 般 的 死亡 即刻 赔付 模型 


以 上 两 种 保险 用 到 的 条 件 为 
1) up = vf, EP ose = (14), 
(2) bp 只 依赖 于 了 的 整数 部 分 ， 即 可 表示 成 好 = biy 。 
在 这 两 个 条 件 之 下 有 


EJZ] = El ju" ty? 4. (2.4.5) 


加 果 假 定 整数 年 龄 间 死 亡 是 均 名 分布 的 活 ， 那么 下 与 5 独立 且 
S 服从 (0,1) 区 间 上 均匀 分 布 ， (2.4.5) 成 为 


El2 = Elbo tE] 


= Ebret], (2.4.6) 


上 式 最 后 El, o"*") 是 受益 函数 与 贴现 函数 分 别 为 OL, 与 
oP) WETERE ft AR AE BR 
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网 2.4.1: 对 现 龄 35 岁 男 性 的 30 年 期 死亡 即刻 赔付 保 额 为 
10000 的 两 全 保险 ， 根 据 附 录 2A 的 生命 表 以 及 死亡 铭 匀 分 布 的 
假设 ， 按 年 利率 i = 0.06 MSR ER SH. 

解 : 对 两 全 保险 ， v7 Av", 所 以 不 能 直接 应 用 (2.4.6) 。 回 
Bi (2.2.8), 两 全 保险 可 看 作 定 期 人 寿 保 险 与 生存 保险 之 和 ， 这 样 
就 能 将 (2.4.6) 分 别 应 用 于 定期 保险 及 生存 保险 部 分 。 由 (2.2.9) 


得 


— Al _ 1 
= A + Ag. 35 


35:30] 

2 1 1 

5438.35 十 As5.30 

0.06 an tas _3¢ %65 
———_[ Ag — (1.06) 730-85 1.06) 7392 
log(.06) (435 T (1.06)™ 7 Ags] + (1.06) Ise 


75339.63 
1.0297087 x [0,1287194 — (1.06730 x SS" 08 


94206.55 
75339.63 


0.4397 1.06) 3 y 一 
x 0.4397965] + (1.06) x S06 56 


0.208727. 


= “Ass.a0 — Ama) 

— 2q1 2 l 7 7; 

Az + Ags 35 E (A,5.30) 
i 

= 0.0309294 + ((1.06)*) "= — (0.208727)? 
35 


= 0.011606. 


对 于 10000 个 单位 的 保单 ， 10000A3..3 = 2087.27, 10000? 
Var[2] = 1160600 , 

例 2.4.2: 对 现 龄 50 岁 男性 的 第 1 年 死亡 即刻 赔付 3000, 第 2 
年 死亡 即刻 赔付 4000 并 以 此 类 推 的 按 年 递减 5 年 期 人 寿 保险 ， 


，64d4 ， 


根据 附录 2A 生命 表 以 及 死亡 均匀 分 布 假设 ， 按 年 利率 6% 计算 
Ht E RR o 
解 ; 考虑 表 2.2.1 可 知 {对 1 个 单位 保 额 ) 


he = 5 — [t <5 
上 } 0 t > 5. 


对 于 上 的 整数 部 分 四 = k, 显然 


上 5—k k=0,1,2,3,4 
by = Op 44 = 0 k= 5,6,..- 


而 Of) 是 死亡 年 末 赔 付 的 递减 5 年 期 保险 (1 个 单位 保 额 ) 的 受 
益 函 数 ， 于 是 击 (2.4.6) 


(DA) so, 一 


4 
= 1.0297087 5 (5 — kjut tli psogso+k 


k =i] 
Ž k41 E504 
= 1.0297087 》 (5 — kj" t 一 
k=0 t50 
= 0,088307. 


所 求 保费 为 1000( DA) = 88.307 。 

ty SLE AD BR at GR AS Ae eS Eo K BY 2 
那么 它 与 年 未 赔付 保险 的 净 蝎 缴 保 费 之 间 关 系 就 需要 直接 进行 分 
析 。 例 如 ， 考 窜 死 亡 即 刻 赔付 的 连续 递增 终身 保险 ， 其 受益 函数 
为 


bh =t t> ü, 
Wr SP, Be ex Sy HA E pe Bk A 


TE 


ji 

~ 

Vv 
D 


a = tv’ t>0. 


ets ， 


赔付 额 现 值 随机 变量 


Ty! = (K + Sjef +t? 
— (K + Le tye] 4 yi tls _ Ly?! 


= (K+ 1)u%t1—61-5) _ vH — Sjes(-5)， 


Z 


企 针 亡 坪 习 分 布 的 假设 之 下 ， 太 与 5 独立，5 服从 (0,1) 区 间 


F(Z) = EK +1) t] Eje -9 
-Elvi £0 _ S)ef 5] 


+ 1 
一 (TA) a — Ar | ue’ dy 
0 0 





i e ee] 
= z HA) 一 (= 一 a As 
E i ¿+1 1 
— zl UA) ( . _ 5 Ac); 


即 
=z ? l 1 
TAa = ZITA): = (5 ~ Z)Adh 


RP d= ;) 是 (银行 ) 贴现 率 。 


§2.5 ik J9 AL 


你 险 模 型 价值 (PER RR) 的 递归 方程 可 从 前 几 节 的 有 关 
RIUAARRS I, So 


Cx 
— f+] 
A, = Sov kPr@etk 
E 


a 
f 
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O 
k+1 
= Våg 十 S v kPrir+k 
k=l 


CXD 
K 
= Vga vpe Y UV" xiPt1 Gath 
k=] 


cn 

十 | 

= Udy + Ups > we" PetlGerlt) 
j=0 


= UG, 十 Up, Az. 


这 一 等 式 的 意义 是 明显 的 ，(z) 的 单位 金额 终身 人 人 寿 保险 在 第 1 年 
年 未 的 价值 相当 于 (zx) 在 1 年 中 死亡 情况 下 的 1 个 单位 赔付 额 内 
生存 满 1 年 情况 下 的 净 竟 缴 保 费 Aspi, 即 期 望 值 1`gz 十 4z+rtipa 。 

以 上 等 式 也 可 以 用 另 一 种 方法 得 出 。 由 定义 以 及 (1) 的 剩余 
寿命 K 取 值 为 非 负 整数 这 个 事实 可 知 


A, = EZ) =Ele® 7 |K > 0]. 
EZ] = Elv tI|K = 0Pr(K = 0) 
+Elu*t1K > i|Pr(K > 1) 
= vq + vE TOHK -1 > 0ps. (2.5.1) 


BR, ZK PDIMKEF, K-11 (241) 的 剩余 寿命 ,假定 
其 概率 分 布 就 是 在 五 >1 条件 下 五 一 1 的 条 件 分 布 ， 于 是 


B[v®—-O KK — 1 > 0] = Ana, (2.5.2) 
AA (2.5.1) 得 出 
Ay = Gz ALD. (2.5.3) 


以 上 推导 过 程 中 用 到 假定 : 年 龄 了 十 1 新 参加 保险 者 的 剩余 
寿命 概率 分 布 与 现 龄 区 十 1 在 1 年 前 登 加 保险 者 的 剩余 寿命 概率 


分 布 相同 。 DEMS 中 曾经 讨论 ， 用 那里 的 选择 表 术 语 ，(2.5.2) 
A öm F] As+1 MRE Ajg|-+13 而 (2.5.3) I BAY 


Aja] = Vle] + VAa] Pla]: 
E (2.5.3) 中 以 1 一 gz IÑ ps 得 
Az = Gz + vAz4il4 — gz}. 
WHE jsp = lell + i) B 
ll + i) Ag = lpAngi + dell ~ Az+1)- 


按 短 机 生存 组 解释 ， 这 个 方程 的 售 义 是 : Ar HEAR IAG 1 
年 后 ， 可 为 所 有 人 提供 Age, 并 为 预期 在 这 一 年 中 死亡 者 提供 额 
外 的 1 一 Anyi o 

在 等 式 Ay = vlgz(] — Angi) + Anyi] Mmk ot = (1i) 
并 适当 移 项 可 得 


Azat 一 Ay 一 iA. 一 gx{1 一 Az+1). (2.5.4) 


PSR, FRc 的 投保 者 在 活 到 +l ON PRR 
与 当初 了 岁 时 的 CRES 保费 之 差额 等 于 保费 的 1 SAB 
fett 1 年 保险 的 成 本 。 

在 等 式 Ar — VAI = Vgz(1 — Ar) MMR v7! 得 


yA, 一 vw Aza, = v"qe(1 — Az_1). (2.5.5) 


Xi r M z= y 加 到 oo, 


m 
vu" A, = > Ww grll 一 Az+1), 


证 一 日 


» AR ， 


于 是 . 
Ay = y yr ttle (1 一 Ag41). 


Ly 


这 表明 ，(g 的 净 环 缴 保 费 等 于 其 未 来 所 有 年 份 的 保险 成 本 现 值 
之 和 。 

对 于 死亡 即刻 赔付 保险 也 可 建立 类 似 的 表达 式 ， 但 涯 使 用 微 
积分 ， 导 出 的 是 微分 方程 。 

Sin (r) 的 终身 人 寿 保 险 ， 与 【2.5.4) 相似 的 连续 情形 等 式 为 


CA = — jis + Ag(5 + pa) = År — Ha(l — As), (2.5.6) 
T 


其 推导 过 程 如 下 : 对 (2.2.6) 的 积分 作 变 量 代 换 一 t 上 十 2 得 


_ Cx} i 
Ay | U' Da lta idl 
Q) 


ox 
| ye" opriiydy, 
4 


| 


利用 yPO = «Poy—xPz 得 


_ ay F 


fare) 
Az = f u” Por ay, 
= Po de y y 





由 py E = et By Æ fy = vT, 又 根据 £ Po = P0 Hr, 按 
微分 演算 规则 本 算得 








_ 1 - 
dA, _ [655 一 ,人 =a oka) [ vY pojiydy 
dz Pů (zp 
一 工 
—— p" s Dolls 


ot 


(6 + ua)Ag — pe. 


| 
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方程 (2.5.6) TAA- PAEH. RTRKSWHBSA 
A, 的 等 式 类 似 ， 也 使 用 条 件数 学 期 望 : 


A, = Ev’) 
= Ely |T < h]Pr(T < h) ~ Elt |T > HPr(T > h). 
(2.5.7) 
由 于 
PriT < h) = 729, Pr(T > h) = ape. (2.5.8) 
EET hF THRRET AAA 
fit) ww tFn Hti Hdt €h 
fT < h) 一 P(A) Aas 本 一 
0 HE. 
TÆ ， 
El? |T < h} = / vi et at. (2.5.9) 
0 hfz 
5 (2.5.2) 类 做 ， 有 
Ej |T>h) = v Ely’ T- h >o] 
= vu Aosn. (2.5.10) 
将 (2.5.8)-(2.5.10) 代入 (2.5.7) 得 
h 一 
A, = | v EEEE dtd + whAs npps. (2.5.11) 
0 T 
由 此 可 见 
Azin — Az 1 fh L—v"pp, - _ 
— 一 -=f v Dejtg+1dt + SS Ah (2.5.12) 
注意 到 
_ l—v"ape d; 
fim ——~ = — 3, (v'epa) ito = 6 + pe 
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在 (2.5.12) #4 h — O 得 出 


— u’ oP efis+0 + (ó + Hx )År+0 
一 ia + (6 + jz Ag. 


pie 
各 
| 


|| 


82.6 ”计算 基数 


净 至 数 保 费 的 计算 过 程 往 往 繁琐 ， 为 简明 起 见 ， 引 入 一 些 计 
算 中 间 出 现 的 函数 ， 叫 做 计算 基数 (或 换算 函数 ), 其 中 有 : 


Dy =v" ly, 


oo oc 
Ma = >> Cote = > Oj 
k=O j=r 


oo Do 
Ay = Y Mork = >, Mj, 
k=0 了 一 区 
ox 
= Skt 1)Cote. 
k=0 


利用 这 些 计算 基数 ， 璧 如 对 于 {xz) 的 保 额 为 1 个 单位 在 年 齿 
与 2 之 间 死 亡 时 年 末 赔 付 的 延期 人 寿 保险 ， 其 净 音 缴 保费 可 下 











不 成 
z—z—1 s—7—1 
k+l dy 
y-a|z—2Abe 一 ` kPr{z+k = 5 v 
k=y—2 k=y—a 
1 z 一 次 一 ] 1] 1 a 
一 r+k+ 
~ yl >, v drik = vel, De d; 
X koy-x 
L M, M; Mz 
- F G= 
55 
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对 于 表 2.3.1 所 列 在 (2) ECE RR n EASY 
Bee, Pt ae OR BOY HY it SRE Be 


nm—1 


n—l 
ds 
> (k+ 1)" = Y (k + pi 
k=0 k=0 
1 |] n—ln—] 


一 ar (E+ Ca = YY Coss 


T j=) k=j 


(LA) on 





I 天 一 
= 5 > (Marj — Metn) 
Rz 一 Rypn 一 nM rtn 


= — e (2.6.1) 


m ERE ER RR eR eT E 





(2.6.2) 


n 年 期 两 全 保险 可 写成 


Maz 一 一 Men + Dotn 
Ds 


对 于 死亡 即刻 赔付 保险 ， 有 关 计 算 基数 定义 为 


Ara = (2.6.3) 


i 
Cr = f vT ct 


| 


1 
f Dagtbin dt. (2.6.4) 


» To - 


例 2.6.1: 考虑 在 第 1 年 死亡 时 即刻 赔付 10000 、 在 第 2 年 
死亡 即刻 赔付 9000 并 以 此 类 推 的 递减 人 寿 保 险 。 按 附录 2 生命 
Zp i= 0.06 计算 30 岁 投保 人 (i) FR BR 

(1) 保障 期 限 至 第 10 年 底 。 

(2) 保障 期 限 至 第 5 年底 。 

解 : (1) 按 例 2.4.2 间 样 道理 ， 有 


_ 7 i 
(DA) 50.75 一 z (PA) 


为 了 用 计算 基数 来 表示 (DA)s0T5 我 们 可 将 这 个 递减 保险 看 成 
十 个 期 限 分 别 为 1 年 ，2 年 ，…… LOMA RCA (参考 图 
2.3.1) 。 于 是 
Spa (Mao — Maote) 

Dao 
10.M39 — (Ra1 一 Ra) 


小 


D3 
查 附 录 QA SET Bh RRA 
1000(DA)},3, = 1000-(DAig.zq 
1000 x 1.02971 x 0.07816499 = 80.49. 
(2) 可 看 作 5 单位 的 5 年 期 人 寿 保 险 与 5 RRA RRS 
混合 ， 所 求 净 是 缴 保 费 为 


ql a\1 
1000|5 As0s + {D A 


(DA)so6 


= 1000[5=Al05 + (PA) 

5{ Maso — Mas) + 5Ma0 — (Ra — Ase) 
Dso 

10Ms0 — Shss ~ Rai + Age 


Dao 


= 1000 x 1.02971 x 


= 1029.71 x 
= 08.69. 


“了 E 


习 RR 
队 非 特别 说 明 ， 以 下 保险 系 死亡 即刻 赔付 ， 利 忆 效 力 为 常数 
6, 其 等 价 的 利率 与 (银行 ) 贴现 率 分 别 为 与 4。 
$2.2 
1. 如 对 所 有 2 > 0, te =u AEB EH 4z = hp 。 
2. fs = Te >0。 
(1) 通过 分 部 积分 证 明 


A,=1-6 fe — H+} l+2 
ETET 





2 用 (中 的 表达 式 证 明 对 所 有 > 0, dha < 0 ， 

3. 证 明 242 = -of74)。。 

4, EAD (2.2.10) 与 (2.2.11) 给 出 的 2 个 单位 受益 金额 n 
年 期 两 全 保险 现 值 的 方差 表达 式 是 相等 的 。 

5, 设 Z 与 Z2 HAP (2.2.8) EX. 

(1) 证 明 limn_yo Cov|Z1, Za) = limp... Cov[Z1, Zal = 0. 

(2) 建立 Cov[21, Za] 最 小 时 两 全 保险 的 期 限 所 满足 的 隐 式 
7} FE, 
(3) BH (2) 中 最 小 值 的 公式 。 
(4) 当 死 亡 效力 上 为 常数 时 ， 化 简 {2) 中 的 方程 与 (3) 中 的 
aK. 

6， 设 死亡 由 ix = 100-2, 0 <r < 100 所 描述 利息 效力 
§ = 0.05 , 

(1) 计算 Aj, oe: 

(2) SPOR EE Bede E t PET Sa Se MH eet 的 25 年 
WA Sikh, 决定 40 岁 投 保 人 的 净利 缴 保费 。 

T. f# w = 100 的 de Moivre FA, Hë i= 0.10 时 的 


74 ， 


)A 30:10)" 

(2) 以 E (D) P AEREA HS PR AE AE R SAY 

8. HS = in: Hi,=100—27,0<2< 100, 计算 
(1) a S ERDA SARREREN EA RA HEE. 
(2) (Az. 

9, (1) 证 明 A, 是 (z) 的 剩余 寿命 工 RERE 一 0 R 


但 。 

(2) 然后 十 明 : 当 研 服从 参数 为 Q 与 8 的 了 分 布 时 ， Az 
(+3) %. 

10. RMA t > 0, be = t, Hatt = B, Ôr = 9, FH 

(1) (TA), = Elbrv}; (2) Var[brv*] 

的 表达 式 。 

82.3 

11. # i, = 100 — z, 0 < r < 100, H ¿= 0.05 , & 

(1) A4035 (2) (LA)a0- 

12. GEAR: HF m <n, Ara = AL 十 mn PsAy i mnom 。 
it PR RAR. 

13. # A, = 0.25, Aaz = = 0.40, A,55 = 0.55, 计算 

(1) A (2) Al sg: 


14. (1) 描述 净 在 缴 保费 符号 为 (TA 的 保险 受益 。 

(2) 将 (1) 中 的 净 厂 缴 保费 用 表 2.2.1 与 2.3.1 中 给 出 的 符号 
表示 。 

82.4 

15. 考虑 以 长 度 为 二 年 的 时 段 衡量 的 时 间 尺 度 。 对 于 在 死亡 
发 生 时 的 那个 mm 分 之 一 年 时 段 末 赔付 1 个 单位 的 终身 保险 ， 设 
是 自 保单 生效 起 存活 的 完整 年 数 ，j 是 死亡 那 年 存活 的 完整 m 
分 之 一 年 时 段 数 。 

(1) 这 类 保险 的 现 值 画 数 是 什么 ? 

(2) 建立 与 (2.4.1) 类 似 的 上 述 保险 的 净 在 缴 保费 A. 


(3) 在 工 年 中 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 证 明 
4 
T iim) 


16. EERE AACR HARARE F: 证 明 (2.4.1) 可 


Aim) Ag. 





写成 M 7 
Ag 一 ktl rHr - fet 
2. kPrH TREF eak 
其 中 prik = — log pers. 
62.5 
17. 用 类 似 于 推导 (2.5.6) 的 方法 (第 一 种 方法 ), 证 明 
dAŁ _ 
= 一 Ala (tte + 5) 十 ÅpmHzrdn 一 Hg +7 > 0. 
18. 按 以 下 步骤 解 微分 方程 (2.5.6): 
(1) 用 积分 因子 
exp f (6 + pe, )dz] 
Y 
得 出 


Ay =| Hiz expl- | (6 + Hz )dz|da. 
y ¥ 


(2) 用 积分 因子 e" 得 出 


A,, = S vu” *(1— A jdr. 
y j Hev” ”( jdz 
19. 证 明 
(TA): = Vr + v[Ar+ 十 (TA)e+1l Pr- 
建立 这 个 等 式 时 用 到 什么 假定 ? 


- T6 > 


92,6 
20. 证 明 并 解释 


1 t-l 
Da ps Crkt ETI + Darn| 5 0”. 
© [k=0 


21. 对 于 在 65 岁 之 前 死亡 提供 2 个 单位 受益 而 在 65 岁 之 后 
死亡 提供 1 个 单位 受益 的 双 倍 保障 至 65 岁 的 保单 ， 用 计算 基数 
表示 净 至 缴 保费 。 假 定 受 益 金 在 死亡 年 琳 文 付 、 

22. 一 种 在 0 岁 投保 的 死亡 即刻 赔付 保单 其 分 段 受 蔓 金 列 于 


Pf 
~ 年龄 SEL int 
0 1000 
1 2000 
2 4000 
3 6000 
4 8000 
5-20 16000 
21 及 以 后 50000 
Ait SERRE MSRM. 


23. 在 死亡 均 名 分布 的 假设 下 ， 用 Do, Co, Mz 及 Re RO 
LAE tf ER A : 

(1) (TA) 30.35; (2) (I 4) 50.38). (3)( 754) 30:35)- 

综合 题 

24, 

(1) 回答 死亡 效力 增加 一 个 常数 与 利息 效力 增加 同一 个 常数 
是 否 对 Ay 产生 相同 影响 。 

(2) HEM: 如 果 单 个 死亡 概率 gz+n 增加 到 dein te, 那么 Az 
将 增加 


otl Da ] 一 Azin41): 


20. Ar FA n tHe BEL Re MRR RATE F 
ARAL SRR. “SBS MH 1000 时 ， 该 保险 
Hy a BE A TOO 。 ROR Tah, WS BARR G50 。 

1) 计算 以 上 岁 人 的 1 年 期 修正 生存 保险 当 受 府 金 额 为 
1000 3+ AERA SET RY RE LOOM RAMA RIES. 

(2) 对 于 {1) 中 的 修正 生存 保险 ， 用 生存 保险 与 定期 人 寿 保 
险 的 兆 香 缴 保 费 南 示 其 现 值 方 差 。 

26. 菜 器 具 制 造 商 销售 其 产品 时 提供 一 种 5 年 期 保障 。 在 5 
年 内 失效 时 按 比例 返还 部 分 购 款 。 辟 如 购买 后 3 又 2 年 失效 ， 则 
退还 25% 的 购 款 。 根 据 统 计 分 析 ， 新 的 产品 在 第 1 ER RM 
概率 估计 为 0.2, 在 第 2, 第 3, 第 4 年 每 1 年 内 失效 的 概 窜 都 是 
0.1, 第 5 年 失效 的 概率 为 0.2 。 

(1) 假定 购买 后 一 年 内 的 失效 均匀 分 布 。 当 = 0.10 时 计算 
购买 价格 中 的 净 至 匆 保费 比例 。 

(2) 如 果 退 款 改 成 购买 附带 5 年 保障 新 的 产品 时 的 价格 折 
扣 ， (1) 的 答案 会 不 会 改变 ? 

27. (1) 证 明 


tMr- T Mg+1) 
20, 


ey 


te S 


(2) 用 附录 2A aR BE aed i= 0.06 近似 估计 jzao 。 
(3) i=0 重 做 (2), 


Rae EFFE 


$31 41 = 


前 一 章 主要 研究 各 种 形式 人 寿 保 险 提 供 的 与 死亡 相关 联 的 
赔付 ， 而 这 一 章 则 主要 考察 各 种 形式 生存 年 金 所 提供 的 与 生存 相 
RE. AFA ( life annuity) 是 间隔 相等 时 期 Ge 
月 、 季 度 、 半 年 或 一 年 ) HEARN APH, 但 这 些 支 付 是 
以 指定 领取 大 活着 为 条 件 的 ， 一 旦 领取 人 人 死亡， 支付 即 告 结 束 。 
生存 年 金 可 以 是 定期 的 (限于 指定 年 限 ), 也 可 以 是 终身 的 ; BR 
支付 可 以 是 即 期 的 ， 也 可 以 是 延期 的 ; 每 期 支付 时 间 可 以 是 其 
初 (期 初 年 金 annuities-due), 也 可 以 是 期 末 ( 期 来 年 金 annilities- 
immediate) 。 

在 利息 理论 中 讨论 的 是 确定 性 年 金 (annuities-certain), 那里 
给 出 了 有 关 年 金 的 各 种 术语 及 符号 。 生 存 年 金 除了 引入 生存 作为 
支付 条 件 外 ， 与 确定 性 年 金 基本 相似 ， 在 第 二 章 生存 保险 及 两 全 
保险 中 ， 已 遇 到 过 生存 年 金 情形 。 

生存 年 金 在 人 寿 保 险 经 营 中 起 主要 作用 ， 通 常 保费 以 年 金 力 
式 芬 期 绢 付 ， 理 赔 时 支付 的 保险 金 可 籍 选 择 权 转 成 受益 人 的 生存 
年 金 。 某 些 险种 干脆 用 指定 的 收入 受益 形式 代替 死亡 时 的 一 次 性 
给 付 ， 璧 如 向 活着 的 配偶 每 月 支付 收入 1000 元 。 

生存 年 金 在 退休 金 体 系 中 见 更 为 重要 ， 实 际 上 ， 退 体 计划 可 
看 作 在 职 时 以 某 种 定期 年 金 方式 购买 延期 生存 年 金 \ 退 体 后 提供 
XH) 的 一 种 体系 ， 这 种 定期 年 金 可 能 包含 变动 的 分 担 ， 其 以 价 
不 仅 应 考虑 到 利息 与 死亡 因素 ， 还 应 考虑 诸如 工资 增长 及 死亡 以 
外 其 它 原 因 终 止 参与 等 因素 。 在 残疾 保险 及 抚恤 保险 中 生存 年 金 


. TQ. 


tbe ate 6 8 HE ORE. EF MIR Bo EROE 
Aah teem, Hal sen Ae. 

在 这 一 章 建立 的 理论 的 大 多 数 应 用 中 ， 在 有 关 个 人 处 于 某 种 
答 定 状 襄 时 年 金 云 付 将 持续 下去。 然而 ， 这 : : 章 建立 的 理 座 还 可 
应 用 于 更 上 三 沁 的 场合 ， 只 要 涉及 的 是 不 确定 的 周期 性 支付 ， 这 些 
应 用 的 例子 将 在 以 后 讨论 多 重生 命 及 多重 损 因 的 章节 里 看 到 ， 

我 们 将 应 用 当期 支付 技巧 fcurrent payment technique} Æ ff 
价 生存 年 金 ， 这 个 方法 与 复 利 理论 中 从 累积 值 及 未 来 单 次 支付 的 
现 值 出 发 用 求 和 或 积分 方式 推广 到 未 来 一 系列 友 付 的 估价 方法 梢 
B. 另 一 种 可 采用 的 方法 称 为 综合 支付 技巧 (aggregate payment 
technique), 着 眼 于 考虑 年 金 在 国 死 亡 或 到 期 而 结束 时 的 总 值 。 每 
一 种 技 蕊 都 有 其 优越 性 并 提供 不 同 伍 面 的 见识 ， 两 种 方法 产生 的 
公式 之 等 价 性 态 定理 1.5.1 与 1.5.2 的 直接 结果 。 


83.2 ”与 生存 相 联 的 一 次 性 支付 


与 前 一 章 人 寿 保 险 一 样 ， 除 非特 别 说 明 ， 有 效 年 利率 2 为 常 
数 (或 等 价 的 利息 效力 5 为 常数 ) 。 
EARR + 的 生命 在 存活 Cw 年 后 的 n ERE A OL 个 单位 
的 情形 ， 这 种 受 蔓 在 第 二 章 里 称 为 只 年 期 生存 保险 。 与 保险 相 联 
系 ， 很 自然 地 用 术语 净 夭 缴 保 费 及 符号 Ara 来 表示 单位 生存 保 
隘 的 期 望 现 值 。 而 与 生存 年 金 尤其 是 养老 金 积累 相 联系 ， 经 常 司 
用 术语 精算 现 值 及 符号 ,Ew 。 这 里 将 采用 后 者 ， 精 算 一 词 意味 着 
除 利 息 以 外 还 有 期 望 或 其 它 因素 在 其 中 。 于 是 ， 当 nn 年 末 (z) 仍 
活着 时 1 单位 支付 的 精算 现 值 为 
nEs = Aya, = Vapa- (3.2.1) 
例 3.2.1: 用 附录 2A 示例 生命 表 并 接 有 效 年 利率 6%, 计算 当 
25 多 男性 存活 和 年 后 支付 10000 的 精算 现 值 。 


,RD ， 


E: 所 求 便 为 


10000.0 开 os = 10000z4 40p25 
— 10000 x 0.09722219 x 0.78765825 
— 765.78. 


显然 ， 这 个 例子 利息 贴现 因素 的 作用 远大 于 生存 因素 。 
公式 (3.2.1) 可 重 写 成 形式 


lente + i)” 一 letn (3.2.2) 


按 决定 性 生存 组 概念 ， 坊 个 x 岁 生 存 者 每 人 存 入 金额 nEs, 所 
SEEHREABR i RH n eR, Elan Trtn 岁 生存 者 中 分 
享 ， 每 人 正好 可 得 LH. KER, MH x 岁 群体 的 人 数 严格 
地 按 生 命 表 给 定 的 方式 递减 ， 

例 3.2.1 中 los = 95650.15 个 25 岁 生 存 者 每 人 提供 765. 78 
构成 初始 基金 总 额 为 73246971.87, 按 年 利率 6%, 40 年 后 累积 达 
73246971.878(1.06)4 = 753397692.3, 只 有 les = 75339.63 个 65 
岁 生存 者 ， 每 人 可 分 享 10000 。 单纯 按 年 利率 6%, 765.78 在 40 
年 后 仅 有 7876.59, 期 间 los 一 465 个 死亡 者 的 积累 页 献 使 每 个 65 
岁 生 存 者 的 份额 增加 到 10000. 这 个 数额 10000, BEA BA RE 
基金 增值 与 生存 因素 使 基金 受益 人 人 数 减 少 的 双重 作用 下 ， 从 25 
岁 时 的 765.78 到 65 岁 时 的 积累 ， 称 为 精算 积累 值 。 

一 般 胞 , x 岁 时 提供 1 单位 在 nn 年 未 时 的 精算 积累 值 (actuarial 
accumulated value) EX ARRAS T 1 HRMS, BSL, = 
iR 1 1 I 

ae ae" letn 
公式 (32.3) RW, #RRRAT -y 是 利 昌 积累 因子 (14+ 2)” 
与 生存 积累 因子 -+ = r“ BL. 


fy 4n 





(3.2.3) 
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例 3.2.2: 根据 示例 生命 表 及 年 利 变 6% R25 SHREK 
1000 在 65 4K RSE RB. 
解 : 所 求 值 为 


1 | 
1000-—— = 1000 x (1.06) .一 = 13058.60. 
40 E25 les 





ETAT P, FHT RIA 25 岁 时 的 0.0012230 到 64 2 mt 
的 0.0195231, 与 年 利率 0.06 HK. BME, 
例 3.2.3: 导出 
(1) EnEn, (2) 新 n Bz 
的 表达 式 ， 并 观察 当 nn 给 定 变动 时 以 及 x SE n 变动 时 
nës WARE. 
解 : (1) 由 


站 十 元 
nDe = exp(— 1/ lydy) 
ot 


n O 
nity = v Ar” r= Vn Da (fer 一 xin) 
一 ne (be 一 tein): 


WRA cS y<ctnlf joy 增加 ， 那 么 ZL <0, nEs BEM 
减少 ; WR Se SysSetn et py ARM, We 2, F,=0; 如 
RM esysctaW jy 减少 ， 例 如 早年 时 ， 那 么 WEL REM 
增加 。 

(2) Hin Es =e" aps = exp[— fE (十 人 dl 得 


g 
Annee = —n Erl Men 十 5), 


这 里 On Ey f On <Ü, nër in RR. 
例 3.2.4: Hf n >t, 延明 并 解释 以 下 关系 趟 ， 


= -y ao 


#2. 


(1) n 卫 z = tHign—thort. (2) tha = i 

解 : 

(1) nig = VU yp, = ve" Den-tPrtt 一 tbrn_t brtt. 当 
(XX) 活 到 n FAM 1 单位 支付 的 精算 现 值 可 通过 按 x 十 nn 岁 时 的 
RAE 了 十 圭 岁 时 的 精算 现 值 再 取 其 了 岁 时 的 精算 现 值 获得 

(2) 这 个 式 子 无 非 是 (1) HRS, HARE, ct+t SH RE 
的 1 单位 在 工 十 nn 几时 的 精算 积累 值 等 于 十 t 岁 时 的 LYE 
AEs 岁 时 的 精算 现 值 再 到 2 十? 岁 时 的 精算 积累 值 。 


83.3 ”连续 生存 年 金 


当 决 定 生存 年 金 的 精算 现 值 时 , 我 们 虐 可 使 用 综合 支付 技巧 ， 
也 可 使 用 当期 支付 技巧 。 前 者 的 步骤 如 下 ; 

(1) 记录 下 年 金 在 死亡 发 生子 时间 圭 的 所 有 支付 仅 按 利 息 折 
HRR, 

(2) 将 以 上 求 得 的 现 值 乘 以 在 时 间 + 死亡 的 概率 或 概率 密度 ， 

(3) 按 所 有 可 能 的 死亡 时 间 世 将 (2) 中 结果 相 加 (积分 ) ， 
当期 支付 技巧 的 步 颈 为 ， 

(1) 记 下 时 间 t EAA, 

(2) 决定 以 上 数额 的 精算 现 值 。 

(3) 按 所 有 可 能 的 支付 时 间 将 (2) 的 结果 相 加 (积分 ) 。 

第 一 种 技巧 导致 剩余 寿命 随机 变量 的 解释 ， 其 步 村 最 终 产 生 
一 个 期 望 值 。 当 期 支付 技巧 也 可 建立 在 概率 模型 之 上 。 决 定性 解释 
对 两 种 方法 都 可 行 ， 但 在 决定 性 模型 中 通常 使 用 当期 支付 技巧 。 

这 些 技巧 可 从 以 下 确定 在 (z) 活着 时 每 年 1 单位 连续 * 支 
付 的 终身 年 金 精算 现 值 过 程 中 予以 说 明 ， 这 个 值 记 为  ， 

用 了 表示 (z) 的 剩余 寿命 , 终身 年 金 支付 的 现 值 为 了 = ap, 


”这 旦 及 和 以后， 连续 支付 的 含 六 是 指 每 时 每 刻 连 续 不 断 地 支付 。 
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we AH hE E R Boe oS 
a, = E[Y} = Efan]. (3.3.1) 
由 于 了 的 概率 密度 函数 为 Pakett RITA 
ay = n Gy tPrftz+tat. (3.3.2A) 
换 一 种 方法 ， 与 复 利 公 式 
üa = f vdt 
0 


类 似 ， 按 当期 支付 技巧 考虑 时 间 t HRN dt 的 精算 现 值 
vitpzdt, 并 将 所 有 这 些 瞬 间 值 积案 起 来 得 出 


fz = | vprdt. (3.3.2B) 
0 


对 z(t) = ai, 及 g(t) = Peet 运用 定理 1.5.1, Ti (3.3.2A) HANA 
结 为 【3.3.2B) 。 
进一步 ， 对 z(t) 二 Vv 及 g(t) = tPrftett, 运用 定理 1.5.1 于 


A; = | V tPrfe edt, 


得 出 
4 一 1 十 | :prdv!' = 1 — fð, (3.3.3), 
0 


或 
1 = 6G, + Ay. (3.3.4) 


公式 (33.4) 与 利息 理论 中 的 关系 
[| 一 ba; + ut 


«B4. 


相似 ， 它 表明 ， 现 在 投资 上 个 单位 可 在 tz) 活着 时 连续 支付 年 息 
6 并 在 (r) 死亡 时 偿还 。 
Gx 与 Az 的 关系 也 可 从 以 下 表达 式 获得 : 





Y = G7 = = 一， (3.3.5) 


其 中 Z 二 vt 是 终身 人 人寿 保 险 的 现 值 随 机 变量 。 将 (3.3.5) 代入 
(3.3.1), 得 








|= | (3.3.6) 
与 (3.3.3) 及 (3.3.4) 相当 。 由 1 = 65a +0 还 可 将 (3.3.6) 写成 
Gr = üs — Gag Ag. (3.3.7) 


这 个 公开 表明 ， 终 身 年 金 等 价 于 一 个 连续 支付 的 永久 年 金 减 掉 一 
(2) 死亡 时 开始 的 永久 年 金 [其 缚 果 终 止 了 生存 年 金 ) 。 

在 我 们 的 模型 假设 基础 上 ， 为 衡量 连续 生存 年 金 的 死亡 风 
险 ， 需 计算 Varfer): 





l1-vi, 1 
Varlas| = Varl ; |= sz Varo" | 
1 „— — 
= l4- (Az)’, (3.3.8) 
其 中 “As 是 按 利息 效力 为 26 计算 的 终身 人 寿 保险 净 至 缴 保费 
(参见 第 二 章 ) 。 
从 等 式 


5 十 =1 (3.3.9) 
也 可 得 出 (3.3.4) 


Eléan +v |= 6a, + A, = 1 


- wa. 


DIA 
Varléaa + v] =0. 

公式 (3.3.9) Slax, PRE RH 6 的 连续 生存 年 金 与 赔付 工 的 
终 届 人 寿 保 险 之 联合 ， 不 存在 死亡 风险 。 

例 3.3.1: 在 死亡 效力 为 常数 p—0.04 以 及 利息 效力 8 二 0.06 
的 假定 下 求 

(1) Ge. 

(2) Ga 的 标准 差 。 

(3) G5 超过 a, 的 概率 。 


$i: 
(1) 直接 计算 
i = f ~ vpadi = f me 27 0.06t,—0.04t yy 
0 T 
= f e919 d} = 10. 

Q 
(2) 先 计算 
A, = 可 er-0067] — f i e70-06t -0.04 (0 Q4)dt = 0.4, 

Q 
"Ay = f ee C0.0A)dt = 0.25, 
于 是 
Var|az,] = Ga 0 [0.25 — (0.4}*] = 25. 
标准 差  VVar[ 柯 ] = 

(3) 所 求 概率 





_ T 
Prlas > Gz] = Prlaz > 10 = Pr[ 一 z > 10| 


RG. 


tog9-4. 
0.06 


on 
= Pr{T > 15.27] = | e 904 04)dt = 0.54. 
15.27 


Prl0.4 > e798!) = Pr 人 > 一 





在 所 述 假定 下 ， 有 54% 的 可 能 t: PRR MEPS Se. 

接 下 去 转 而 讨论 定期 年 金 及 延期 年 金 HENS). 每 年 1 单 
位 连续 支付 的 ?年 定期 生存 年 金 当 (x) 在 其 后 n 年 内 活着 时 提 
供 支 付 ， 其 精算 现 值 记 为 Tam 按 当期 支付 技巧 


i 
Qa =j v pdt. (3.3.10) 
g 


现在 对 
Ana 一 j U Der fte edt 一 J v'(—dips) 
IB aA. 1 


一 站 
Aya =1- vnpr ~ ddr. 


EP 
l = basa + Az. (3.3.11) 
请 读者 与 (3.3.4) 对 照 并 作出 解释 ， 
综合 六 付 按 巧 从 现 值 随机 变量 
_ ay, cTan 
Y = | in Ton (3.3.12) 
tH ie, ME 


ti 
azm = EY] =} Oy tPa bec + ualnpe. 


经 分 部 积分 ， 上 式 就 成 为 (3.3.10) 。 将 (1 一 v7)/§ RA ap, ~ 
u)/6 代入 Ga, 从 (3.3.12) 可 以 看 出 了 = (1 — Z)/6, 其 中 
om 0O<T<n 
“= | ve nn 


RT. 


En ERRER BS AR BLE [参见 表 2.2.1 并 与 (3.3.5) 对 
Fel, 于 是 


dem = E[Y] = 3(1— BIZ) = i(1— Aem), (3.3.13) 


与 (3.3.11) 相同 。 
为 计算 方差 ， 可 根据 了 = 152 及 (2.2.10) 得 


1 1 。 oo 
Var[Y] = zz War[Z] = al den — (Arm). (3.3.14) 


用 年 金 值 来 表示 ， 公 式 (3.3.14) 成 为 
VarlY] = all ~ 2625 — (1 ~ blan)? 
2 
= (dm 一 Gx) — Tra). (3.3.15) 


对 于 当 (x) 活 到 x 十 n 岁 之 后 每 年 1 单位 连续 支付 的 延期 年 


n| dr = fl v'tDedt (3.3.16) 
以 及 关系 
n| x = | viprdt 一 f vpzdt 
o 0 
= ür — tnx (3.3.17) 
År = Åy 
= E, (3.3.18) 
如 应 用 综合 支付 技巧 ， 从 现 值 随 机 变量 
T = 0 = ay — Gp Ten 
VUF a = a7, 一 ay T>n 


BR， 


出 发 ， 
(=m 
ntz = EY] = | v Arnitholiotidt 


Cn 
j U'G3antsPelatn+sds 
0 


o0 
一 ape f asl sPrinbizin+st3, 


这 表明 
n|@x =r Eig Bet py {3.3.19) 


这 个 公式 也 可 通过 对 {3.3.16) FRR t =n 483 Ba. MY 的 定 
Sa Ai: 递 延 半年 的 终身 年 金 现 值 随机 变量 (Y) 等 于 终身 
年 金 的 现 值 减 去 ?年 期 生存 年 金 的 现 值 ， 对 此 取 期 望 值 也 可 得 出 
(3.3.17). 

ERE ae AY SLE BL Y 的 方差 可 根据 定理 1.2.1 按 以 下 
方式 计算 : 


ao 
Var[Y] = | v Gr) petertdt — (näs)? 
n 
2 Ty? 2 
一 下 “ape f (aq) sPrinbetn4+s@3 — (njā) 
2 i 2 
= v "npa | 2z U“ Prints — (nj ts) 
2 2r ~ S  ,,28 d a 
= 50 ape f (0° — v"") Patada — (Ge) 
2 


这 一 公式 的 另 一 种 建立 方法 作为 习题 解答 。 
对 于 当 (ec) Erim #5 ct min 岁 之 间 活 着 时 每 年 1 
单位 连续 支付 的 延 付 定期 年 金 ， 其 精算 现 值 记 作 mnūs 于 是 


十 天 
rain tex 一 三 0 (3.3.21) 
m 


- Kg. 


X irra- 
_ Ân — Asien (3.3.23) 
由 
一 mite Ceti (3 3 24) 


5 Fi) e E ie AY R A 


类 似 有 


Bn = — üri = dt = dt, (3.3.25) 
ni nits en 0 nls 0 n—t lett | 


TETA (1) 活着 时 每 年 1 单位 连续 支付 的 ? 年 定期 生存 年 多 
在 期 末 的 精算 积累 值 。 
最 后 ， 通 过 对 式 (3.3.2B) 的 积分 求 导 可 得 da,/de 的 表达 式 
di, ox A o 
T = J v (5 Px )dt =| vtpz (Jr — Bett)tdt 


= Href — Az = frag 一 (1 加 6a), 











BB 
din _ _ 
TE = (tte + és — 1 (3.3.26) 
公式 (3.3.26) RRA, EES RAAT Ew NEEE h 
利息 收入 率 602, 生存 受益 率 pot, SUA KS -1 合成 。 


例 3.3.2: 导出 


解 : 

(1) 类 似 于 推导 (3.3.26), 
Oo _ B — 
Art = eden — Aan 


Hr 一 (1 一 bar: 一 nEz ) 
(Hz + ô Gea — (1 一 nbz). 


- Of} .- 


(2) 直接 可 得 


ð _ g fs 
Anite = B | v' padt = —v" npr. 
TL 


£3.31 Ba TERE SHARE. 
33.1 连续 生存 年 金 (每 年 1 单位 连续 支付 ) 概要 


年 金 名 称 HB HSMM EY) SF 
ok AE FF SE ae a id Gz = jy Padt 

n 年 定期 5- DET en 

EFFE an DST TE 
ie ae n 年 的 0 STan _ oo 4 
终身 生存 年 金 Gz, — Ga T>n nū = f V'i Podi 
ie we m 年 的 0 60<T<m 

née o Bg ar, — Om m<ir<cm+n minds =f?" vipzdt 
EFF TE an im LF 2mtn 

附加 关系 

1 = da, + Ay. 

1= dt. + Anz 


n lr de — Gs Te] ' 
一 二 | 
Sam] 二 = = f (1 pirti de, 





Sem = aE To UHH pe 


83.4 离散 生存 年 金 


离 放 生存 年 金 理论 与 对 应 的 连续 生存 年 金 理论 几乎 完全 相 
似 ， 只 是 积分 改 成 求 和 ， 微 分 改 成 差分 。 对 于 连续 年 金 ， 不 存在 
期 初 付 还 是 期 末 付 的 问题 ， 但 对 于 离散 年 金 两 者 是 有 区 别 的 。 我 
们 将 从 精 得 应 用 中 具有 更 突出 作用 的 期 初 年 金 开始 ， 例 如 大 多 数 
个 人 人 寿 保 险 痢 是 通过 分 期 缴费 的 期 初 年 金 方 式 购 买 的 . 

SS (2) 活着 时 每 年 年 初 支付 1 单位 的 终身 年 金 ， 其 精算 
MEA 4 。 鉴 于 在 时 间 此 支付 1 的 精算 现 值 为 


k 
kg = 0 EPs; 


- Qj > 


由 当期 交付 技巧 可 得 


Gz = Sou EDs. (3.4.1) 
k= 
FA AL #28 pa i 来 表示 ， 式 (3.4.1) 成 为 


Üe = p È let (3.4.2) 
按 生命 表 的 生存 组 解释 , 为 了 从 一 个 基金 连同 利息 中 使 年 龄 oth 
lope 个 生存 者 每 人 获得 1 单位 ， 天 = 0,1,2,.…., GEL he 
FERS MAES EN RMR ay 。 

为 运用 综合 支付 技巧 ， 考 虑 年 金 支 付 的 更 值 随机 变量 了 = 
ügy 其 中 随机 变量 K (c) 的 整 值 随机 变量 。 于 是 


üs ElY] = Elörm] = $ ag Prik = k] 
k=0 


= $ ARTT k| ie- (3.4.3) 
k=0 


利用 定理 1.5.2 以 及 关系 
Darr = yetl 


rh (3.4.3) 可 转化 为 


Ci 
o k-+1 
ay = i + S v k4+1Ps2; 





k=0 
t (3.4.1) #0. 
由 (3.4.3) 可 得 出 
] — vtt1 ] 
ig = E | 7 | = (1— Az). (3.4.4) 


-Q?). 


根据 is5 = 1/d, 可 将 上 式 写 成 
fig = üs — bm Ag. (3.4.5) 
将 (3.4.4) 改写 一 下 成 为 
1 = da, + Ag. (3.4.6) 


可 将 这 些 等 式 与 连续 情形 的 对 应 式 (3.3.6), (3.3.7) 及 (3.3.4) 对 
R AR (3.4.6 ) 表明 ， 现 在 投资 一 个 单位 可 在 (z) 活着 时 提供 
每 年 的 先 付 利息 d 并 在 (z) 死亡 年 末 偿 还 。 
方差 公式 为 [参见 (3.3.8)] 
] — yi tl 
T 
= Varot] = ZPA _ (Aa}?]. (3.4.7) 





Var[äz yil = Var| 


WY (x) 活着 时 每 年 年 初 支付 1 的 1 年 定期 生存 年 金 ， 其 
精算 现 值 记 作 Gry, 当期 支付 技巧 导致 公式 


n—l n— 1 
dam = Y kEr = 》 v eps. (3.4.8) 
k=0 k=0 
WMA SOG MTR, EN 
_ ARFI LKN 、 
Y | fi K>n. (3.4.9) 


以 及 
2 vtl O< K <n 
7 u” K >n. 


BAR Y =(1-Z)/d, HH 


dom = za -= E[Z)) 一 E — Ås (3.4.10) 


» OS : 


[参见 (3.3.13)] 。 整 理 


后 得 出 


1 = di + Aen; (3.4.11) 


| 参见 (3.3.11)] 。 至 于 方差 ， 有 


Var[¥] = 4 Z Var[Z] = al Aa ~(dem)?). (8412 


对 于 当 {z) 活着 时 从 rtn 罗 起 每 年 年 初 支付 ] 单位 的 延期 
生存 年 金 ， 其 精算 现 值 记 作 n|Ëx a 这 里 


参见 (3.3.16)-(3.3.19)] , 


CS 

k 
Sov k Po 
k=n 
ag ~ Ca 柯 


Asan — Ay 


d 
了 


(3.4.13) 


(3.4.14) 


(3.4.15) 
(3.4.16) 


对 于 当 (x) 活着 时 每 年 1 单位 年 初 支付 的 n 年 定期 期 初生 
fee, Hn 年 期 满 时 的 精算 积累 值 记 作 Sa 该 函数 公式 为 





S7) — 
nbz 
k 


k=0 E, 


ArT 


n—1l1 





与 利息 理论 中 有 关 fa 的 公式 类 似 。 

至 于 每 个 交付 周期 末 支 付 的 期 末年 金 ， 符号 强 与 3 分 别 改 成 
a 与 5 也 就 是 说 ， sz RNY (2) 活着 时 每 年 年 未 支付 1 的 生存 
年 金 的 精算 现 值 。 有 关 üs 的 公式 可 由 期 补 年 金 中 使 用 过 航 类 似 


- G4. 


k= = nk E otk 


(3.4.17) 


(3.4.18) 


方法 得 出 ， 也 可 从 两 种 年 金 的 关系 中 得 出 。 因 为 期 末年 金 与 期 初 
年 金 的 差异 只 是 初次 支付 ， 所 以 


a, = d,—1 (3.4.19) 


(3.4.20) 


|| 
Ww 
m 
a 
a 
ne 
a 


换 一 种 方法 ， 
as = Elax] (3.4.21) 


由 此 得 由 





1 
7 (+d. 
根据 om => Bae = 3, 可 将 上 式 改 写成 

ür = üg 一 Os Ag (3.4.22) 


或 者 
1 = ias + (1 + i)Az. (3.4.23) 


对 于 当 (zi 活着 时 每 年 年 末 支 付 1 的 ?年 定期 年 金 ， 其 精算 
现 值 记 作 Gna, EA a 


azn) 一 > vps (3.4.24) 
k=1 


- OF > 


或 
Gsm = Gem — l +n Ez. (3.4.25) 


在 后 一 公式 中 ， nip 是 nn 年 末 支 付 的 精算 现 值 ， 在 nw 年 期 的 期 
初 年 金 中 不 存在 ， 由 drm nx = Onl)? 以 上 公式 还 可 写成 


jam = 1 二 Qo (3.4.26) 


rin—1]" 


对 于 在 (x) ER r+ 岁 以 后 每 年 年 末 支 付 1 的 延期 生存 年 


=, 其 精算 班 值 记 作 n| Gz, 公式 为 
n| Fx = D wD (3.4.27) 
k=n+1 
= dy — Bay (3.4.28) 
= nrdrtn. (3.4.29) 


RE RIF RARBG a RANA. BH, 


Az 


Ely**) = Elagr 一 ax] 


Elväryi — aR, | 
一 Viy 一 Gp. (3.4.30) 


作为 对 (3.4.30) 的 解释 ,注意 到 由 vä: 提供 的 每 年 年 初 支付 4, 除 
死亡 年 之 外 将 被 每 年 年 末 等 价 的 支付 1 所 抵消 。 因 此 (3.4.30) 4 
SF (2) 死亡 年 末 的 1 单位 支付 也 就 是 4。 。 

诸 于 Rn 年 定期 保险 ， 相 应 的 关系 是 


Aum = Våra) 一 B27) (3.4.31) 
全 于 如 年 期 两 全 保险 
Aga = Aba + pk, 


， GF: 


将 (3.4.31) 代入 并 利用 关系 


可 导出 
ArT = Vz ~ ünl’ (3.4.32) 


#341 RET RREFESHSRRE. 
£341 离散 生存 年 爹 (期 初 付 ， 期 末 付 ) KS 


pe BR 现代 随机 变量 Y HABA EY] 等 于 
终身 生存 年 多 
一 一 We) aKF K > 0 a, 一 2 VEPs 
一 一 期 末 ag K >ü dy, = 和 Uz De 
于 年 定期 生存 年 角 ， 
o Es Ken _'> ， 
HE aK > dam 2 VEP 
S ay OS Kain __ n _ 
期 未 Tz] K>n Fam] 之 
Pan EH 
生存 年 念 
0 QEK EN 2 
nls = U kr 
He aKF 一 az A 2H | 之 
期 未 0 O< K <n = > utp 
a nitr 一 LPs 
aye, — on Kèn | k=ntl 
eR: i 
1 = düz + Ay Ay = Wla — ür 
l= 一 十 Aga Alm = visa] 一 Gohl 
aL =1+ .nl Alm 一 Uae :机 一 Gomi 


aide = te 一 Gz Fy 


-1 
ia = 2 = Data 上 
=0 


rtm 


- OF - 


83.5 年 m 次 支付 生存 年 金 


竺 实 贱 中 ， 生 存 年 金 常 常 按 月 、 按 季 或 每 半年 支付 一 次 ,与 
确定 性 年 金 的 符号 类 做 ， 当 (1) 活着 时 一 年 1 单位 分 m 其 期初 
支付 的 生存 年 金 其 精算 现 值 记 为 就") 。 由 当期 支付 技巧 


-im 1 二 m 
gir) = 二 > ur/ k/mPr- (3.5.1) 
mm yo 
以 下 关系 式 更 便于 应 用 : 
l= däs + Az = d™al™) + Alm), (3.5.2) 


其 槛 据 在 于 ， 工 单位 投资 将 提供 每 一 计 息 周 期 的 先 付 利息 ， 并 区 
死亡 发 生 的 期 末 偿 还 。 有关 (3.5.2) 的 验证 , 可 参见 (3.4.4),(3.4.6) 
以 及 习题 14 。 

由 (3.5.2) 可 得 


d ] 
+F (m) — pi — e o (m) 一 一 
dy rn} e g Az” ~ Az) 
= ap üe 一 ae age ~ Az). (3.5.3) 


EURER: Em US AYA ESE ee oD ae ey fH EA] 
年 确定 性 年 金 并 消去 死亡 之 年 在 死 后 分 期 支付 的 部 分 ， 而 消 二 的 
部 分 等 于 始 于 死亡 之 1/m 年 期 未 的 年 m 次 永久 年 金 减 掉 始 于 严 
亡 年 末 的 年 m tha A ES. 

从 (3.5.2) 还 可 以 写 出 





(m) 
7 TTL I -5 A; n. TF} hu t 
ak ) = dm) = ae 加 atr AW, (3.5.4) 
请 读者 对 此 作出 解释 。 


- OF . 


现在 假定 每 - -年 龄 的 死亡 均匀 分 布 ， 在 此 很 设 下 ， 
AQ”) = Ay = 80" Ay 


i 
~ lm) 
(作为 习题 ) 。 于 是 (3.5.3) 成 为 
(rm) a 


-HT ) — 5 rm) -. B 11 5 
a : = tt thy dim) Ag, (3 D 5) 


其 中 用 标准 函数 A, 表示 死亡 年 的 消去 项 。 
用 1 一 dés 取代 (3.5.5) 中 的 As, 并 注意 到 AMAL” 一 中 可 
得 出 一 个 只 含 年 金 的 公式 





om) I 
we qn) 
(m) 
s+ ° — l 
oo meim} — H 
= sj j e: im) (3.5.6) 


公式 (3.5.6) 可 与 传统 的 a” eMAtaH mM. eo al”? w 
似 公式 可 通过 对 (3.5.1) 右 端 应 用 Woolhouse 求 和 公式 得 出 ， 


Gir) = p — a oa Me + 4): (3.5.7) 
在 实践 中 ， 通 常 截 斯 成 
iim) = a, — mat (3.5.8) 
2m 
它 也 可 以 从 假定 计算 基数 
Datiim = yr trim) +h/ 


fE E — ER P E Be EB a 


h 
Dz — (Dz ~ Da) 


gg. 


得 出 (参见 习题 15). ABER, — MR Doph/m 在 每 个 年 具 
中 的 线性 性 并 非 就 是 ;shym 在 每 个 年 龄 中 的 线性 性 ， 不 过 在 死 
亡 均匀 分 布 的 很 设 可 得 出 精确 成 立 的 关系 式 


1 = di gir) + Al), 


从 习题 中 可 以 发 现 , 在 高 利率 与 低 死亡 效力 情况 下 ， (3.5.8) 产生 
扭曲 的 年 金 值 al? > 党 ” 。 由 于 这 些 原因 ， 才 提出 (3.5.5) RS 


价 的 (3.5.6) 取代 传统 近似 公式 (8.5.8). 
为 方便 起 见 ， (3.5.6) 可 表示 成 如 下 形式 





a”) = a(m)az — B(m), (3.5.9) 
其 中 a 
mm) 
alm) = 全 而 ”= yy (3.5.10) 
(m) 
se") 一 jm) 
Blm) = + = 2t, (3.5.11) 








TE, alm) 5 Am) 只 依 束 于 m 与 利率 ， SFHR. 4 mal 
tt, a(1)=1, 8(1)=0, (3.5.9) 成 为 恒等式 , 而 且 ，B(m) 是 (3.5.5) 
中 消去 项 的 系数 ， 即 (3.5.5) 可 写成 
am 一 a Ge — B(m)Ag. (3.5.12) 

ER alm) 5 Sim) 的 级 数 展开 可 作为 习题 。 

例 3.5.1: 根据 附录 IA 示 钢 生命 表 ， 按 每 年 有 效 利率 6% 计 
#65 岁 退 休 者 每 月 1000 期 初 终身 年 金 的 精算 现 值 ， 

解 : 这 里 

(12) .. {12) 


a(12} = si i = 1.02721070 x 0.97378368 = 1.0002810, 


- 100 ， 


5009) - 


6(12) = Lag = 0.46811951, 


K 


Hn = 0,45833333. 
24 


a(12) 及 8(12) 与 传统 近似 公式 中 的 1 及 H 很 接近 。 
由 示例 生命 表 及 利率 6%, 


Ges = 9.89693, 
Aes = 1 — diies = 0.4397965, 
1000jtg5 = 0.7 + 0.05(10°°*) = 20.605359. 
+ BR 120008” 可 计算 如 下 : 由 (3.5.12) 


12000[a aes — B(12)46s] 
— 12000(0.97378368 x 9.89693 — 0.46811951 x 0.4397965) 
= 113179. 


或 由 (3.5.9), 


12000[a (12 }ags 一 B(12)| 
~ 12000(1.0002810 x 9.89693 一 0.46811951) = 113179. 


或 由 (3.5.8), 
1 
12000(a¢5 一 H, = 113263. 
24 
或 由 (3.5.7), 
ll 143 
2000] ags 一 站 | 一 . 
] [äss 24 1798 —— (pes + H 113185 


' 101 ， 


公式 (3.5.12) 及 等 价 的 (3.5.9) 基于 死亡 均匀 分 布 假设 ， 而 
(3.5.7) 及 其 简化 (3.5.8) 则 基于 Woolhouse 公式 ， 没 有 理由 期 竺 
AE SOMA RSH, PUPA RB. BRR. 

既然 已 对 年 m 次 支付 的 终身 年 金 建立 起 有 关公 式 ， 很 容易 
对 定期 年 金 及 延期 年 金 建立 有 关公 式 。 从 (3.5.12), 有 


am = a Bat), 
= af äs- B(m) Az — Bs [i etn — Alm) Asn] 
= 6 tiem — B(m) Aly. (3.5.13) 
KBA 
äh = A", tig — B(m)q) An. (3.5.14). 
根据 (3.5.9) 可 得 
am = a(myézm — A(m)(1 — nEn). (3.5.15) 
nla” = alm) aida — BM) Ez. (3.5.16) 


年 文 付 m 次 的 期 末年 金 可 通过 调整 相应 的 期 初生 存 年 金 值 


而 获得 ， 例 如 ， ] 


gh) 一 gle) _ 


证 


a”) — gi) _ ta —n Ez). 
Tit 


TR Men] 


或 者 可 建立 一 年 rm 次 支付 期 末年 金 与 按 年 支付 期 未 年 金 的 关系 
式 ， 诸 如 


. . (m) rm) i N om) 
l = ?az + (1+ i)Ay = iat 4 (14 —— Ay’. (3.5.17) 
m 


SAAR (3.5.2) 相似 | 。 其 含义 是 ， 1 单位 投资 将 在 每 个 计 息 期 末 
产生 利息 并 在 死亡 发 生 的 1/m 年 期 未 偿还 本 息 ， 
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83.6 ”等 额 年 金 计 算 基数 公式 


第 二 章 为 估价 保险 引入 了 函数 也。 = v7, 我 们 将 重新 考察 
其 在 生存 年 金 估价 中 的 作用 。 在 (2.6.2) 中 ， Arh =n Be 表示 成 


1 vl, Dz 


(3.6.1) 








nEs iaaa PONE Doan 


BMA. ys OER c NNR LEA 


bD; 
Ds 


当 z < 之 YY 时 它 表示 精算 现 值 ， 而 当 Y >y 寺 它 表示 精算 积累 值 。 

考虑 (zx) 的 某 种 生存 年 金 ， 其 支付 方式 如 图 3.5.1 所 示 。 由 
(3.5.2), y 3, ytl#, 9 2-1 岁 分 别 支 付 b 的 生存 年 金 在 
Ei r 岁 时 的 精算 现 值 为 


(3.6.1) 





D. 2 Dy- 
Uy 
b b i 金额 
x y y+l ` z-1 z FR 


图 3.6.1 等 额 年 金 且 线 图 
5] A Pa Ny = Suse Di, 则 以 上 年 金 精 得 值 可 表示 为 
b 
p (Ne — Na). (3.6.3) 


这 里 Y 是 年 使 的 第 一 次 支付 年 龄 ， z 是 最 后 一 次 文 付 后 1 年 的 
ER, MRSA, 婚 可 以 小 于 也 可 以 等 于 或 大于 以 及 zz， 
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计算 基数 的 用 途 儿 乎 完全 局 限于 利率 为 常数 的 情形 ， 只 要 有 
MAT BRD. A N: 的 表格 ， 利 用 (3.6.3) 计算 生存 年 金 就 非 
常 灵 便 。 在 使 用 计算 基数 估价 按 年 支付 生存 年 金 的 大 多 数 场合 ， 
一 般 公 式 (3.6.2) 与 (3.6.3) 可 应 付 自如 ， 这 里 不 再 以 De BN, 
重 写 各 种 形式 生存 年 金 的 有 关公 式 。 

圣 于 每 年 支付 m 次 的 生存 年 金 估 价 ， 注 意 到 (3.5.1) 可 写成 


fon 1 二 
h==0 
ERY AR 
Nm = Ly Doth/m: (3.6.5) 
MY aa 


于 是 (ma) 
alm) = Na 


T 


如 假定 每 一 年 龄 中 死亡 均 句 分布， 则 
as”) = a(m)is — pm) 
Qlm) Ns 一 Alm) Dy 
D, 
比较 以 上 关于 al” 的 两 个 公式 得 出 
Nt = a(m)N, — B(m)D,. (3.6.6) 
根据 (3.5.8) 的 近似 公式 


-1 
NY”) = N, — —— D, (3.6.7) 


也 在 实践 中 被 使 用 。 
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ww 知道 函数 NE 时 ， 对 一 年 分 m 期 支付 的 年 金 ， 其 一 般 个 
价 公式 与 (3.6.3) 相 做 ， 为 
b Trt ~| TFL 
BM ) — ne), (3.6.8) 


as 


Kbokemeka, ÈE- FS m 期 每 次 的 支付 数 乱 。 

i] 3.6.1: 对 于 (25) 的 每 月 1000 第 一 次 支付 始 于 65 & hE 
期 生存 年 金 ， 用 计算 基数 表示 其 精算 现 值 。 

解 : 每 月 1000, 岁入 为 12000, 所 求 什 为 


12000 N$” 
Dzs 


其 中 NO?) = a(12)Nes — 8(12)Des( 在 死亡 均匀 分 布 假设 下 ) 。 
例 3.6.2: 对 于 (25) 在 25 岁 至 65 岁 间 活着 时 每 月 初 支付 
100, 用 计算 基数 表示 65 岁 时 的 精算 积累 值 。 
解 : 应 用 (3.6.8) 得 


P(N = Ne") 
回 到 (3.6.4), 令 m 一 oo, 得 
1 [ 
D. h 4t (8.6.9) 


它 提示 定义 . . 
Ne = | Dy+ at = | Ddy. (3.6.10) 
0 x 


进一步 ， 在 每 个 年 龄 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 如 (3.6.6) 有 
Na = a(oo)N,z -有 pc) 了 Da 


其 中 [参见 (3.5.10) 与 (3.5.11)! 
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Bloo) = -二 


AA alco) 及 Soo} 的 级 数 展开 可 作为 习题 。 
实践 中 常 使 用 近似 公式 


1 
Ny = Ny 一 3 Lz, 


它 可 通过 对 (3.6.9) 应 用 梯形 规则 估计 积分 得 出 ， 或 在 (3.6.7) 中 
$ m 一 00 得 到 。 用 这 些 函 数 表示 的 定额 连 释 生存 年 金 的 估价 公 
A ; 

p N» — N,). (3.6.14) 


537 EHFE 
这 一 节 考 虑 每 年 分 m 次 支付 的 金额 按 年 变动 的 生存 年 金 估 
价 问题 。 设 从 o 岁 开始 终止 于 ot 岁 的 年 支付 额 序 列 为 Bb。 
bati t by ee ban- 每 年 分 m 次 期 初 支付 。 对 于 在 年 龄 区 
I (yy 十 1) 内 的 m 次 支付 ， 在 年 龄 y 的 精算 现 值 为 oa， 从 
RE EOP A SOA (apy), 可 表示 成 


t+n—1 
(apr), = » ba” mm yw br. (3.7.1) 


“yee 


如 假定 在 每 个 年 龄 中 死亡 均匀 分 布 ， 由 (3.5.15) 可 得 


r+n—i 
(apv)s = 2, byla(m) — Alm) — 1Ey)ly-r Ez. (3.7.2) 


106 ， 


用 计算 基数 可 改写 成 


¥-+-71—1] 
(ape) = = F byla(om)Dy — B(0m)(Dy ~ Dut) (3.7.3) 
Dy yor 
EM 
1 ~ (m) ayn) 
pim) 一 m y Dythi/m = Ny — Nyi’ 
h=0 
由 (3.6.6) 可 知 
DY” = a(m)Dy - Bl(m)(Dy — Dy+1), (3.7.4) 
于 是 (3.7.3) 成 为 
] z+n—1 
(apo 一 万 dy b D., (3.7.5) 
T yxy 
以 下 概述 期 末 支 付 变 额 年 金平 行 的 公式 。 与 (8.7.1) 对 应 的 
fe 区 十 于 一 二 
(apv) = > b al Cy- oly (3.7.6) 
yor 
在 每 个 年 龄 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 


af = a) — + (1 — By) = am) ~ [Bm) + —](1— 18). 


5 (3.7.3) 相对 应 的 是 


+n- 


(apo)s = D> by{olm) Dy ~ [Bm) + ZID, ~ Dy-1)}, 
~ (3.7.7) 
Cia eM 
DY) = a(m)Dy — [6(m) + ~](D, — Dy+1). (3.7.8) 
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于 是 (3.7.7) 成 为 


+n] 
(apu)s D, > by D., (3.7.9) 


当 每 年 支付 额 同等 ， 即 by = 6( 常 数 ) 时 ， (3.7.5) 简化 成 
ENES 一 NA 中 ) 。 在 其 它 特殊 情形 下 ， 如 b, by HRM 
数 时 ， 可 引入 计算 基数 


Sun) = SN) (3.7.10) 
Yr 


或 者 
N = sh — sh 


这 些 特 殊 情 形 的 某 些 公式 可 参见 习题 25-27 | 

例 3.7.1: 根据 附录 2 RAE, RAMA 6% 计算 

(1) Nig” 与 89”. 

(2) 对 于 (70) 的 一 种 年 金 ; 第 1 年 每 月 支付 100, 第 2 年 每 
月 支付 110, 以 此 类 推 ， 每 年 的 月 收入 增加 10, 计算 该 生存 年 金 的 
HENE. 

解 : 

(1) 由 (3.6.6)， 


No” = all2)Nro ~ B(12)Dro 
= 1.0002810 x 9597.05 — 0.46811951 x 1119.14 
= 9075.48. 


类 似 地 ， 
(12) r 
Ieg = (12) S7 — B(12)N7 = 6264328. 
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(2) 所 求 精算 现 值 为 


12(90 NEP + 10585”) 
Dro 


一 15464. 


83.8 递归 方程 
仍 考 虑 年 支付 额 序列 为 Py, bo41; ns Obe4n—1 的 变 额 年 Trt 次 
期 初 支付 生存 年 金 。 设 (apv)y EA y PARR c+ FA 
eed y 岁 时 的 精算 现 信 ， 由 (3-7.1), 


(apv)y = yi m) + ify (APU )y4t- (3.8.1) 


M (apu)zin = = OFF ia. F 可 根据 以 上 递归 方程 个 次 算出 (apzjc+n 一 1 
(apu)jz+n 2; (apojz 。 这 种 递归 计算 也 许 比 按 公 式 (3-7.1) 或 
(3.7.5) 计算 单个 值 taptjz 更 可 取 ， 不 过 后 者 可 用 来 检查 递归 放 
算 过 程 的 误差 累积 。 

汉 例 来 说 ， 如 对 2 二 Gc 十 1,…,w 一 1 需要 波 ” 值 的 一 张 
#, BLA A) BIA A te 


am) = al) 十 1 Byayt. (3.8.2) 


和 


an = am — B(m)v¢ 


见 (3.5.13), 于 是 


as al +r {m 
a” = a 一 B(m)vgy + upytig (3.8.3) 


a = 0 出发， Rebate we a, aM), 。 
当 m= 1 时 ， 公 式 简化 为 


i =0,， Gy = 1+vpytytl (3.8.4) 


例 3.8.1: 证 明 (3.8.3) 可 整理 成 
iy (1+ Am) + a) = a), (8.8.5) 


并 对 这 一 公式 作 一 解释 。 

解 : 对 (3.8.3) Æ E+i 以 1 一 gy BR p, BAHEA 
(+a = 3", 就 可 得 出 (3.8.5) . 

如 使 用 传统 近似 


与 (3.8.5) 可 比较 的 公式 为 


candor (1 +i) — ( T) + qy (= +a) ee 
(3.8.6) 
ERE ER 这 一 公式 用 于 损益 分 析 。 公式 (3.8.5) 意味 着 : 
Pami af ) 经 过 1 年 按 利 息 累 积 , 减 去 1 年 中 m 次 分 期 支付 
的 累积 ， 肯 加 上 因 当 前 年 死亡 而 期 望 被 消去 的 值 后 ， 等 于 y +1 
多 时 年 金 的 精算 现 值 . 
BA (3.8.5) 是 建立 在 死亡 均匀 分 布 基础 上 的 , 而 公式 (3.8.6) 
在 假设 








Drie =(1-H)Dp+tDyy, 0<t<l 


之 下 也 有 类 似 的 解释 。 


83.9 ”完全 期 末年 金 与 比例 期 初 年 金 


在 连续 年 金 场合 ， 支 付 连 续 进 行 直至 死亡 ， 不 存在 调整 最 后 
文 付 问题 ， 但 对 于 离散 年 金 ， 尤 其 是 按 年 支付 的 年 金 ， 会 提出 根 
据 死 亡 日 期 按 比 例 调整 的 问题 。 璧 如 期 末 按 年 提供 支付 5000 的 
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小 在 年 爹 ， 当 年 金领 取 者 在 支付 日 前 1 个 月 死去 时 ， 可 按 从 上 次 
领取 日 算 起 活着 的 11 个 月 比例 加 付 最 后 不 满 5000 的 零头 数额 。 
又 警 如 ， 以 技 年 支付 保费 1000 的 年 金 方式 购买 的 大 寿 保 险 ， 当 
被 保险 大 在 周年 缴费 日 1 个 月 后 死去 时 ， 可 退还 该 年 度 剩 下 11 
个 月 的 已 缴 保 费 。 

每 年 1 单位 按 m 年 期 末 支 付 ， 再 加 上 根据 从 上 个 Ijm 年 
期 未 到 死亡 日 这 段 时 间 调 整 的 零 数 支 们 ， 这 种 完全 生存 年 金 的 精 
算 现 值 记 为 eo, . Al/m 年 期 未 支付 1/m 等 价 于 按 年 交付 向 


1 1 


M ST 


在 1jm 年 内 连续 支付 ， 在 1/m EARRA] t 0 <t<1/m, & 
续 支 付 的 积累 值 就 是 


1 ea 

M Bima 
它 可 和 作为 死亡 发 生 在 时 刻 守 情况 下 的 调整 支付 额 。 根 据 这 一 调整 
支付 定义 ， 完 全 期 来 生存 年 金 怡 好 等 价 于 年 文 付 额 为 


1 1 1 ó é 
eel 3.9.2 
m BTF m(1+ij/m—1 i (3-9.2) 





(3.9.1) 


的 连续 生存 年 金 。 
这 一 点 可 以 这 样 来 看 , 在 任何 一 个 LAm 年 中 ， 如 果 (r) RA 
活着 ， 那 么 连续 生存 年 金 提供 的 支付 在 该 1/m 年 末 的 秆 为 
l 1 


-一 一 : 
ms lim m’ 


1/ mt 


mE (x) 在 该 1/m 年 内 死亡 ， 那 么 连续 生存 年 金 提供 的 支付 在 


死亡 时 等 价 于 | 
Sr 





Si 
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与 完全 年 金 的 调整 支付 相当 。 因 此 我 们 有 
olm) ó 


it. = lm) oF (3.9.3) 
ESxRARE PH AKA 
TOE 
司 一 mj 
相似 。 


实践 中 调整 支付 额 可 到 【3.9.1) 的 近似 值 t, 然而 包含 利息 因 
素 的 (3.9.1) 导致 更 为 简单 的 理论 ， 岗 如 此 时 有 


] — 7h) qc” 1 ~ 6a, = Ap, 


1 = im sh 42, (3.9.4) 
对 (3.9.4) 的 解释 是 ， 1 单位 投资 在 (z) 活着 时 每 个 1/m 年 期 未 
产生 利息 i ™/m, 加 上 一 个 死亡 时 1/m 年 内 的 利息 调整 


再 加 上 死亡 时 偿还 的 1 单位 ， 
下 面 对 期 初 年 金 考察 平行 的 理论 。 每 年 1 单位 按 1/m EMY 
支付 ， 并 根据 从 死亡 日 到 下 个 1/m 年 期 初 这 段 时 间 长 度 退 还 付款 
者 部 分 已 付款 ， 这 种 比例 期 初生 存 年 金 的 精算 现 值 记 为 i | 
因为 1/m 年 期 初 支付 1/m 等 价 于 按 年 支付 额 
1 1 


M Gm 





在 1/m 年 内 连续 支付 , 所 以 当 死 亡 发 生 在 时 刻 志 时 ，0 < t <1 /m, 
该 1/m eB 。 
1 fmt 


m OT Fm 


(3.9.5) 
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按 这 样 定 义 的 退 款 ， 比 例 期 初生 存 年 金 愉 好 等 价 于 年 支付 额 为 








1 ll _ t= ê (3.9.6) 
ma ml- vl dim) 
的 连续 生存 年 金 ， 即 
ô 
stm} __ _ 
bs = ea) (3.9.7) 
而 且 ， 
1— ditm —1 - $4, = Az 
或 
1 = dma +A, (3.9.8) 
请 读者 对 上 式 作 出 解释 。 
Bl 3.9.1: BATAR: 
(Daz 河 二 pien) (2) aim 一 dn: 
(3) at) = (1 tay an 
E (1) 
o{m} ofm) olm) ó a _ — — 
Qaa ir nie rtn my (Oe 一 nlzGztn) = jm) en 
(2) 


p m m ó _ 6 _ 
alm) - 一 ät 上 一 nE a) = dim} (Bx 一 五: 区 om 】 一 yim) Oe 


ó _ & fem Oh 
(3) ae = eTa 一 pigen = (1+ YN das . 


以 上 (3) 的 解释 是 ， als a 癌 各所 供 年 支付 二 分 


次 支付 并 按 死 亡 日 期 调整 ， 只 不 过 al 在 期 初 支付 而 a 在 期 
RENAT. 
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由 (3.9.3),(1.4.2) BL limg_.o(6/2) = 1, TRA ó = OR, 


在 这 一 特殊 情形 中 ，Z 败 继 身 年 金 的 精算 现 值 等 于 期 限 为 期 望 镜 
余 奏 命 的 确定 性 年 金 之 现 值 , RE ARMA HEAR 6 > O 
时 也 成 立 ， 以 下 例子 就 显示 并 非 如 此 。 

5 3.9.2: 对 于 5 > 0, 还 明 


(1) tr < a. (2) Gy < Qa z<w—l. 
Erf 
解 : (1) 注意 到 当 6 > 0 时 ， 
d = —ėt 
qaa = -be “<0. 


根据 Jensen 不 等 式 ( 参见 《风险 理论 》 第 一 章 ) 以 及 (3.3.1), 
(1.5.1), 有 


Oy = Elan] < ORT) = øz. 


Eg | 


离散 生 在 年 金 基于 整数 值 晋 祭 寿 命 变 量 K 以 及 函数 op 而 
Jensen 不 等 式 的 证 明 与 概率 分 布 的 形式 无 关 (不 管 是 连续 型 还 是 
离散 型 或 者 混合 型 ) 。 现 在 函数 


a = (1— efi, 
d? 52 ， 
Ta% = oot < 0 ó > 0. 
于 是 根据 Jensen ASX, 


ta = Flax, < CEK] = es. 


Bede AOA RY, METIA EPR, Bay ec =a —1 时 ， 
K 为 册 此 时 不 等 式 成 为 等 式 。 当 了 过 划一 1 H> 0H, § 
iy < Gaz] 。 


* 114 - 


3 OR 
§3.2 
1. 用 附录 2 rRAERERA MEA OM, 计算 现 龄 50 岁 人 
在 20 年 后 活着 时 应 付 额 1000 的 精算 现 值 。 
2. 在 上 题 条 件 下 ， 计 算 50 岁 时 1000 到 70 岁 时 的 精算 积累 
慎 。 
3. 证 有 明 并 解释 以 下 关系 式 


E, + nE +i)" — 1) +E pee -1 

63.3 

4. 在 每 一 年 龄 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 用 示例 生命 表 及 有 效 
年 利率 6% 计算 

(1) T20, G50, Ago. 

(2) 2=20,50,80 时 的 Var[az]. [提示 : M (3.3 .6) 及 (2.3.2) 

5. 用 第 4 题 得 到 的 值 计算 下 列 现 值 随机 次 量 的 标准 差 与 变 
BRR ofp 。 

(1) Æ 20 4, 504, SOPERNPAKRSERES, BE 
数额 1000 连续 支付 。 

(2) 一 组 生存 年 金 共 100 份 ， 每 份 都 在 50 YER, OM 
1000 连续 支付 。 

6. 证 明 Varan] 可 表示 成 


5 (Ge? a.) - a), 


其 中 “5, BFR A 26. 
7. 计算 Cov[Saz,, v7] 。 
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8. 如 采用 决定 性 {比率 函数 ) 观点 , 连续 生存 年 金 可 从 (3.3.26) 
出 发 : 
— = (uy, + Sa, — 1 TH, 

y 


Gy = 0 Ww = 由， 


(1) 用 积分 因子 exp[ 一 及 (js + Odz] 解 以 上 微分 方程 式 得 出 
(3.2.1). 
(2) 用 积分 因子 e- 到 得 出 方程 


a 
üs = Uga J e WG, pydy 


FFE — PRE . 

63.4 

9, eM miata 并 写 出 与 (3.3.21}~(3.3.24) 相似 的 有 关 minz 
公式 。 

10. 证 明 

L. ， 1 
Varla] = Varli] = 五 Varlo +], 

11. 证 明 并 解释 以 下 关系 

(1) Gr = je Ge tin. 

(2) nl = fea 一 n Fiy. 

12. AA (3.4.11) 出 发 导出 (3.4.32) 。 

13. Ax 

1 = tara + (1 +t) Ara 

是 否 正确 ? 如 不 正确 ， 请 予以 纠正 。 

83.5 

l4. 考虑 


= 4 
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其 中 天 是 (2) 的 整 值 剩余 寿命 


Tt 
3 一 工 一 下 ,用 第 二 章 习 题 15 证 明 
(1) 1 = dm at 4 Ag”, 
(2) RS = (741) /m 情况 (概率 为 0) h Jm = [mS +1]/m. 
这 里 方 插 号 |] RKBABRAS. 
15. 在 每 个 年 龄 中 假定 


h 
Dytrpim = Dy — —(Dy ~ Dyr) h=0, 1, e m tH, 


ao 
Jim mJ eget =01 1 
TTL Tr} 


验证 1 
atm) = tip — mi 


2m 
16. 写 出 (3.5.15) 及 (3.5.16) 的 传统 近似 公式 ， 并 用 (3.5.8) 
予以 验证 。 
17. 证 明 与 (3.5.3) 相似 的 期 末年 金 公式 


m) _ (m 1 i) em 
af”) = sag + al +i)hs = (1+ —)A™], 


并 在 每 一 个 年 龄 死亡 均 句 分 布 的 假设 下 ， 得 出 
1 一 a 
atm) = sa, + (14+ i) Ar: 
| am) 


18. 还 明 与 (3.5.4) 相似 的 期 末年 金 公式 


am) 一 1- (14 i") mA” 


— (m mi tr 
jim) 7 a5 7 iy A . 
并 在 每 个 年 龄 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 得 出 


al™ = a(m)as + ym), 
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其 中 y(m) = (1 — a) fa, 
19. 在 每 个 年 龄 死亡 均 名 分布 的 假设 下 ， 


al") = a(m)a, — B(m), 


a”) =a(mjaz 一 yim), 


艾 根 据 
av” B al”) 一 L 
m 
üy — üg = 1, 
可 得 出 


y(m) = a(m) — Bm) — +. 


请 直接 用 alm), 8(m) 的 表达 式 验 证 上 述 关系 ， 
20. 


(1) 从 (3.5.1) 出 发 验证 


(2) 用 (3.5.8) 以 及 以 上 (1) 中 结果 证 明 
my 1 
a = ür tz. 


2 


(3) 从 (3,3.2B) 出 发 ， 对 积分 用 樟 形 规则 近似 ， 也 得 出 (2) 中 
结果 。 

21. 用 (3.5.8) 给 出 的 传统 近似 公式 ， 建 立 

(1) af 兰 cx 十 E, 

(2) a) = G:F] + m-l —n Fi). 

(3) na” = nlaz 十 mol Ep. 

22. 

(1) 建立 用 zs 而 eel" was, 


25:40} 
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(2) 根据 附录 中 示例 生命 表 ， 按 年 利率 OM 计算 : D bs 


yy a412) 

95404" 
63.6 
23. 给 出 用 计算 基数 表示 的 公式 : 
(1) fhe: (2) {hone (3) TEE 
(4) arm. (5) ai (6) nj Ox 
mah. (8) gär”. 


24, 为 估价 岁入 为 了 的 期 初 年 金 ， 可 使 用 特殊 计算 基数 


NO?) = a(m) Navi —7(m)Dz = afm) Ny 一 (Blm) + 二 ]D。 


及 一 般 公式 | 
gN” - ÑN, 
NO? 号 出 下 列 三 种 情况 的 公式 
(1) ago’. (2) ai 区 (3) aola 
63.7 
25. 考虑 (x) 的 标准 递增 定期 生存 年 金 : 第 1 年 岁入 1, 第 2 
第 岁入 2, MERRIE n ESAn 为止, 且 每 年 分 m 次 期 初 支 


付 ， 其 精算 现 值 记 作 (a), ER aS 可 按 以 下 方式 表示 : 
(1) y "nwo m) 
k=Ď0 
n—l m 
(2) + x, (k+ DER. 


1 
(3) + SN (my 


(4) + (si - gf) — n NER). 
26. 考虑 (cc) 的 递减 定期 生存 年 金 : 第 1 年 岁入 nn, 第 2 年 
n—1, 以 此 闫 推 到 第 如 年 岁入 1 为止 , 且 每 年 分 m RR, 


其 精算 现 值 计 作 (DA)! 证明 (DALY 可 按 以 下 方式 表示 
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ni] 
(2) Bo E -ED 
(3) By D (NS — NTR). 
(4) [ne — (90! — s 
27. 在 习题 25 中 ， 如 果 岁 入 并 不 在 了 3 十 SKit, WEY 
(1) 继续 活着 时 保持 定额 岁入 n 这 种 生存 年 金 的 精算 现 值 记 为 
(may, 证明 Una’ 的 以 下 表达 式 成 立 : 
n=] 
1) 5 yar”. 
k=0 


种 一 二 f 
(2) DLE (+ DD + nN 
n—1 
(3) ap È Neti 
(4) (sh — 6), 
28, 验证 公式 
6 (Iar +Ty' = ar, 
RPT 是 (zc) 的 剩余 寿命 。 用 这 个 公式 证 明 
(Tā) + (TA), = z, 


这 里 (765)js 是 年 时 支付 率 为 + 连续 支付 终生 年 金 的 精算 现 什 ， 
§3.8 
29. (1) HAY m=1 时， 公式 (3.8.6) 成 为 


Gy(1+7¢)—(1+%)4 dyðy+i = dy+1. 


(2) 将 (1) 中 公式 用 期 末年 金 值 来 表示 ， 得 出 
D dyll +i) + gy(1 + ayy) = 1+ y+, 
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D 1 = tay + gyll + ay4y) + ay — Gy, 
并 给 出 解释 。 

30. MH EH Eo, 证 明 以 下 递归 公式 对 及 = 0,1, ni 
AR: 


(1) (Da) ach = (n-hye aati Era Dä) ag aa A’ 
(2) (apvjath 一 (h + la i I + Ey nlapv etn, 其 中 
hi aa soa 7 oor 
31, (1) 在 用 综合 支付 技巧 佑 计 ae 时 ， 说 明 现 值 随 机 变量 为 
v FOK, 





TO 
ai 二 一 = = aR, tY TITIK 


li 


其 中 K,T 分 别 是 (r) 的 整 值 与 完全 剩余 寿命 ， 并 说 明 可 约 化 成 








1 — y? 
i S 
(2) 证 明 
— vi 
5.- |i + |- oF 
t 
并 得 出 7 
Var [A | 
t 
的 一 DRAR, 


2. (1) 说 明 at”? 的 现 值 随机 变量 为 


. TO_ 
OK Y g KFT 
Fe ay A Az 


l =p 


d 





= üF. 
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(2) 证 明 
gis 一 “ae 


综合 题 


33. 芷 每 一 年 龄 的 死亡 均匀 分 布 假 设 下 ， 对 0 扫 上 < 过 1 证 明 
(1) Gott = — (ly2t ae tt) 


itd: 
(2) is = VI + ta, — t(1 + i}. 
(3) istt = GO (äs - 1). 


(4) Anse = TAs 一 T 


34. 得 出 下 列 (2) 的 期 初生 存 年 金 求 值 公式 ， 初 始 支付 略为 
1, 此 后 每 年 递增 额 为 

(1) 初始 年 支付 额 的 3%. 

(2) 前 一 年 支付 额 的 3%. 

35. 用 积分 表示 (Dalen 并 证 明 


0 
an Paa = rh 


36. 给 出 下 列 按 月 支付 的 生存 年 金 在 70 BIKA: 

从 30 到 40 岁 每 月 诡 100; 从 40 到 50 岁 每 月 底 200: 

从 50 到 60 岁 每 月 底 500: 从 60 到 70 4 4 AR 1000. 

37. 对 于 (35) 的 死亡 即刻 赔付 的 25 年 定期 寿险 ， 受 益 额 在 
9 十 二 多 死亡 情况 下 为 页 ,0 <t < 25, FRESER ny ee 
达 式 ， 并 解释 所 得 结果 。 

38. 对 于 (xw) 的 死亡 年 末 赔 付 的 ?年 定期 寿险 ， 受 益 额 在 第 
k+l 年 死亡 的 情况 下 为 sy 0 SA <n, 导出 净利 缴 保 费 的 简 
化 表达 式 ， 并 解释 所 得 结果 。 

SO. 孚 出 下 式 的 简化 表达 式 : 

一 (fa)? 


(a) 25 x25 
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4 各 ,将 延期 年 的 年 支付 额 为 1 的 连续 生存 年 金 看 作 理 赔 概 
率 为 ,Ps 并 具有 随机 理赔 额 Tn HER RET 的 概率 密度 
函数 为 :pzjnMztnt+t. 运用 《风险 理论 》 中 式 (2.2.13) EMA t 
fas AS) Fy EO 

oz 2 
Papell — nPr Osan $V nP eta — Asin a famn, 
并 验证 它 可 以 化 成 (3.3.20). 

41. BHM 40 中 方差 公式 在 离散 情形 的 类 局 公式 。 

42， 设 五 是 指示 随机 变量 ， Pr, = 1) = kpx, Pr, = 
O) = kgo. Wik: 

(1) 在 (x) GA r+ k SHER baik = 二 0,1,2,---) 的 生存 
军 金 的 精算 现 值 可 与 成 

E[S vbrlx). 
k=] 
(2) Elik] =kPe j Sk. 
Cov[lj, Ie] = ps JSk 
(3) Var[ $ vb ly] = 3 vb Deke 
k=0 k=0 vo 
+2 5 E it bibeh Priis. 
k=Q0 jek 

43. 用 左上 标 2 表示 利 妃 效力 为 26, 证 明 

(1) *A, = 1 — (2d — PY üy. 

(2) Varju“ t"] = 2d(a, 一 2 — d (82 — 74,2). 

AA. 

(1) 将 年 金 系 数 a(m),B(m) 展开 成 5 HRAN (只 求 三 项 ) 。 

(2) 当 m = ee 时 以 上 所 得 展开 式 变 成 什么 ? 

45. Holz) 是 非 负数 ， 和 ARABS RMA f(r) 的 随机 
变量 ， 验 证 不 每 式 

BC = 人 sz)flojdz>pPrBgCO zk] k>0, 


“了 工 2 - 


FAHA E HE H 


i. > as Prlas > a | = a PrP >e]. 
Er Èr Cx 


46. 1 单位 金 客 用 于 购买 某 种 受益 组 合 ， 包 括 当 (c) 活着 时 
每 年 了 的 生存 收入 及 (2) 死亡 时 即刻 支付 了 的 保险 。 写 出 这 种 组 
合 的 现 值 随机 变量 并 给 出 其 均值 与 方差 。 

47. 根据 每 一 年 死亡 均 句 分布 假设 ， 按 示例 生命 表 及 实质 年 
利率 6% 计算 

(1) af”. (2) a. (3) sod 

48. 当 ge < (i'2)/2)? 时 ， 验 证 传统 近似 


(Mm) ss m— 1 
Oo = ür 一 oan (1 — nfz) 


En=1 KR m=2 的 特殊 情形 导致 


49. 设 精算 现 值 AL 与 Oli, 是 根据 以 下 假定 计算 的 : 
在 前 n EPR BA in <m 在 剩余 m-n PARA T. 
用 代数 方法 证 明 并 解释 

(1) Aug = 1 ~ dsm — npsd dm 

(2) Aum =1- d'ärm + (d 一 d)az.n). 

50. 验证 
dä, 
di 





= —u(faje, 其 中 Uajz = Dt (Pa 


解释 以 上 关系 式 。 
Ol. MRA 3.7.1 中 的 年 金 支 付 在 
(1) 10 次 递增 


:1124 ， 


o 20 次 递增 
后 保持 固定 ， 求 年 金 的 精算 现 值 。 

s 验证 死亡 效力 增加 一 个 常数 对 üz HERSH ERA 
加 一 个 常数 的 影响 相同 ， 但 对 按照 al(m)jiz 一 Bim) 计算 的 
则 不 然 。 

53. 验证 : 

(1) a(m) — B(m)d = a”) 

(2) 递归 公式 (3.8.3) F 可 写成 


a) = alm) — B{m)(1 — vpy) + pg， 


54. 考虑 从 退休 基金 资产 中 支付 的 以 下 期 初 年 金 组 合 : 
年 龄 ”年 金领 取 人 数 


65 30 
T5 20 
80 10 


只 要 年 金领 取 人 活着 , 每 个 年 金 的 年 支付 额 都 是 1 。 设 利率 为 6%， 
死亡 率 由 示例 生命 表 给 出 。 对 于 退休 基金 的 这 些 负担 现 值 , 计算 
(1) 期 望 值 。 
(2) 方差 。 
(3) 分 布 的 95% 分 位 数 。 
对 于 第 (2),(3) 小 题 ， 假 定 各 生命 相互 独立 。 
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前 面 两 章 分 别 讨论 了 各 种 人 寿 保 险 与 生存 年 金 的 精算 现 值 ， 
由 于 实践 中 人 寿 保 险 通常 以 分 期 付费 的 毛 保费 的 生存 年 金 方式 网 
买 ， 这 一 章 将 结合 两 者 讨论 。 毛 保费 除了 提供 入 寿 保险 的 受益 以 
外 ， 还 提供 保险 的 起 始 与 维持 费用 ， 提 供 利润 及 抵消 可 能 的 不 利 
经 验 的 保障 。 这 一 章 讨论 只 提供 受益 支付 的 净 年 缴 保费 ， 这 种 净 
年 缴 保费 形成 从 保险 合同 成 立时 开始 的 生存 年 金 ， 

以 下 例 4.1.1 说 明 两 种 决定 保费 原则 的 应 用 ， 其 中 之 一 根据 
保险 受益 的 期 望 现 值 次 定 保费 。 

例 4.1.1: 某 保 险 公司 打算 发 行 一 种 0 岁 人 的 寿险 保单 ，0 岁 
人 的 整 值 剩余 寿命 KK 的 概率 函数 为 


I 
kdo 一 本 & = 0,1,2,3. 


KRRRERRRAMCEARH 1, 保费 已 在 被 保险 人 活着 时 每 
EMR. KERR i = 6%, 根据 下 列 两 个 原则 分 别 决 定年 缴 保 
费 P, 

(1) 原则 1 : 成 使 得 在 保单 莹 发 时 亏损 现 值 的 期 望 值 为 0. 

(2) RUD: 三 是 使 得 亏损 为 正 的 概率 不 超过 1/4 的 最 低 
a 

E: STK Sk 及 任何 保费 P, TEESE IM HSS 
grt ~ Par. 
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(1) 根据 原则 I ， P 应 该 满足 
3 
S {wrtl — Päpp r[K = k| = 0, (4.1.1) 
k=0 


据 此 可 得 ， PP = 0.3667. 

(2) 鉴于 vi- Pi; MH j 增加 而 递减 ， 原 则 五 当 He 
以 一 Pi 一 0 时 得 以 成 立 , 届时 只 有 当 K -ONSHTEEN. 
于 是 根据 这 个 原则 ， P = 0.4580. 





以 上 结果 概括 如下: 
= 7A WA 
结果 ME ”一 般 公 式 保费 原则 
k k 3o I II 


0061/4 ov — Paz, 05767 0.4854 
1 1/4 只 -Pi 0.1774 0.0000 
2 1/4 w—Pé, -0.1993 -0.4580 
3 1/4 vi Pa, -0.5547 -0.8900 

保费 为 0.3667 0.4580 


我 们 将 根据 称 为 平衡 原理 (equivalence principle) 的 原则 | 
来 次 定 净 保费 。 保 险 人 的 (潜在 ) 亏损 上 定义 为 , 受益 额 现 什 随机 
恋 量 与 保费 (ES) 现 值 随机 变量 之 差 。 平衡 原理 可 表示 成 


EJE] =0. 
皖 此 得 出 的 保费 称 为 净 保 费 。 等 式 等 价 于 
已 [受益 现 值 | = E[ 净 保费 现 值 ] 


也 就 是 说 ， 净 保费 的 精算 现 值 等 于 受益 的 精算 现 值 。 第 二 章 与 第 
三 章 建立 起 来 的 计算 这 些 精 算 现 什 的 方法 可 用 来 化 简 以 上 等 式 ， 
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并 从 而 解 出 这 里 的 净 保 费 。 辟 如 像 例 4.1.1 当 受 益 及 保费 是 常数 
时 ， 方程 (4.1.1) 可 改写 成 Ao = Pao, 而 io 可 以 这 样 计算 ， 


好 
$ |v Epo. 
k=0 


AFA EA TA E — OR TE TBA E BR A FFE ae EN R 
MAY: AP HAP RRA NRA, Wea RR. 


84.2 ”完全 连续 保费 
首先 考虑 在 (x) 死亡 即刻 赔付 1 单位 的 终身 人 寿 保 险 ， 将 盖 


明 如 和 何 根据 平衡 原理 决定 完全 连续 净 均 衡 年 保费 也 . 死亡 发 生 在 
时 间 {从 保单 签发 算 起 ) 情况 下 保险 人 的 亏损 现 值 为 


i(t) = vè — Pay, (4.2.1) 


Ha, 二 (一 99/6 可 见 ，i{0) = 1, Ht) 是 芋 的 递减 函数 ， 当 
t— oo 时 E(t) BF 一 了 Pj5 。 如 to 使 得 to) = 0, 则 在 如 之 前 死 
亡 导 致 损失 ， 而 在 如 之 后 死亡 则 产生 得 益 ( 负 损 失 ) 。 

现 考 虑 亏损 随机 变量 


L =T) =v" — Paz. (4.2.2) 
AE ERA E F RR E A 
E(L] = 0, (4.2.3) 


由 此 待 击 的 净 保 殿 记 作 P Aa) 。 根 据 (2.2.6) 与 (3 3.2) 可 得 


或 者 
P( z) = —. (4.2.4) 
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的 方差 可 用 来 衡量 亏损 的 变易 程度 ， 因 E[L|=0, 可 知 
VarlL] = EL". (4.2.5) 
对 于 (4.2.2) 中 的 亏损 变量 ， 


Var[v? 一 Paz] 一 Varlv! (1 十 P, — 


ltl 


= Varv" (1+ 

= Varlv (1+ 5) 

= PA,- (Ae) (1+ Eya (4.2.6) 
利用 (4.2.4) 及 6G, + Az = 1A (3.3.4)], 可 将 (4 .2.6) EK 


7A, — (Az }? 


VarlL| = ER 


(4.2.7) 
例 4.2.4: 按 例 3.3.1 条 件 计算 P(Az) 4 Var[L] . 
E: 按 例 3.3.1 PAH &=0.04 与 6=0.06 可 算得 a, = 10, 
Ay = 0.4, 7A, = 0.25, 于 是 


_ A 
P( Az) = — = 0.04, 
x 
0.25 — 0.16 
Var[ L| = oe = 0.25. 


参见 (4.2.6) 可 知 ， 式 (4.2.7) PHF RRR BH PRE 
终身 天寿 保险 的 保险 人 亏损 v — A, 的 方差 ， 例 4.2.1 中 数值 为 
0.09, 在 那 人 时， 提供 年 保费 保险 的 亏损 标准 差 是 二 闸 保费 保险 亏 
损 标 准 差 的 V0.25/0.09 = 5/3 倍 。 由 死亡 时 间 基 机 性 引起 的 疤 
年 保费 现 值 的 不 确定 性 ， 增 加 了 亏损 的 变易 程度 。 
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例 4.2.1 算得 P(A,) = 0.04, 正好 等 于 死亡 效力 (常数 ), 这 次 
非 巧合 。 在 死亡 效力 为 常数 4 的 情况 下 , 根据 (2.2.6) 及 (3.3.2B) 
可 算出 
Ay = | ene dt = -二 
0 


“utd! 
ür = [ e-emat— — , 
0 u+ 
于 是 = 
sa (te +ó)” 
P(A, = 
Ae) = ta 


用 平衡 原理 可 以 对 各 种 完全 连续 人 寿 保 险 得 出 决定 净 年 保费 
的 公式 。 亏损 可 一 般 地 表示 上 成 


brur— PY = Z — PY, (4.2.8) 


HP b 与 uy 分 别 是 与 (2.2.1) PHRANR HREM, 
P 是 完全 连续 净 年 保费 的 一 般 符号 ，Y 是 连续 年 金 现 值 随机 变 
量 [例如 (3.3.12) Z 按 (2.2.2) 定义 。 

应 用 平衡 原理 ， 有 


E bror — PY] = 0 


或 者 
P= 





EY’ 


由 此 可 得 出 表 4.2.1 中 净 年 保费 公式 。 
注意 一 下 延期 年 的 生存 年 金 ， 在 这 种 情形 下 ， 


0 Tan 
ber = | imu" T>n’ 


一 名 | 
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TÆ 


| 


Elbrvr| nPE [ürat |T > n] 


= vipotztn = Agqdatn- 
在 保险 实践 中 ， 递 延生 存 年 金 在 递 延 期 内 往往 也 提供 未 种 形 


式 的 受益 ， 这 类 站 约 的 一 个 例子 将 在 例 4.7.1 中 考察 。 
$421 完全 连续 兆 年 保费 


种 类 亏损 成 从 保费 公式 
bror PY 中 的 Y P = Plbrvrli BI 
终身 人 天 保险 LT ag P(As) = 3 
-一 Ai. 
n FEMRE le7 īp Tsa Pim) = <2 
Q Gai >n o 
= 一 一 A = 
n 年 期 两 全 保险 lu” p Tan PAs) = <2 
lu” On, it > _ 
et CS lv" üp TSh = P(A) = fe 
zh 
AF te E ty? af >A 
PÆREN EM lo7 Gq TSA APAnm) = = 
` ch 
Bg <> fe he lv? a Ac Ton 
Le” Typ >n 
— Al 
nn 年 期 生存 伐 险 。 0 aq TSn PAA) = = 
ly” tap >n 
— A Hin 
n =F ip Gk g ans ian P(,\82) = 一 全 -一 一 


生存 年 金 区 
例 4.2.2: 对 完全 连续 n 年 期 两 全 保险 的 保 答 人 亏损 工 , 用 净 
PARRER L 的 方差 (参见 表 4.2.1 第 三 行 ) 。 
解 : 用 (2.2.8) 符号 ， 有 


P( Aza) 


Var[lL] = Var | Za( + Pasa) z 
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利用 (2.2.10) 得 
— ,— 2 
Var[£] = ( + Pem) PAs — Aem). 


公式 (3.3.11) 可 写成 





等 式 {3.3.4.) 与 (3.3.11) 可 用 来 导出 连续 净 保 费 之 间 的 关 
系 ， 例 如 从 (3.3.4) 


6a, + A.=1 
出 发 ， 有 | 
hy 
_ i 
P(As) = —~5 (4.2.9) 
1 50, 
= 元 
6A, 
Oo l-A, 
从 (3.3.11) 
Ölem + Aga =] 
出 发 ， 有 
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1 
Gem 


-ő (4.2.10) 





P(A, Ti] 


hy Fi 

6 Apa 
l 一 Au 
对 (4.2.9) 及 (4.2.10) 之 离散 形式 的 文字 解释 将 在 下 一 节 例 4.3.4 
中 给 出 。 





(4.3 “完全 离散 保费 


这 一 闻 考 虑 的 保险 受益 金 在 保单 有 效 期 内 死亡 年 末 支 付 ， 而 
保费 则 从 保单 生效 起 按 年 在 期 初 缴 付 ， 年 缴 保 费 构成 期 初生 存 年 
今 ， 这 个 模型 并 不 符合 保险 实践 ， 但 在 精算 理论 发 展 忠 上 有 其 意 
Me 

在 以 上 所 述 场合 , 对 (x) 的 一 单位 终身 人 寿 保险 , 其 净 均 衡 年 
后 保费 记 作 P, 与 前 一 节 完 全 连续 净 年 保费 符号 比较 ， 省 去 (A) 
的 含义 是 保险 赔付 在 死亡 年 末 支 付 。 这 种 保险 的 保险 人 亏损 为 


L=! — Paes, KK=0,1,2,. (4.3.1) 
其 中 K 是 (z) 的 整 值 剩 余 寿 命 。 平 衡 原理 要 求 EL] = 0, 或 者 
Ept] 一 PE [äg] = 0. 


于 是 得 出 
Pz = Ga (4.3.2) 
这 是 (4.2.4) 的 离散 形式 。 
按 上 节 得 出 公式 (4.2.6) MPR, KERHA (3.4.6) 代 
$ (3.3.4) 所 起 的 作用 ， 可 得 
2A. _ ES. 


Var| L] = (din) 


(4.3.3) 
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例 4.3.1: 44 
kz = e(0.96)*F k= 0,1,2,--- 


其 中 c=0.04/0.96, # :=0.06 计算 PP. 与 VarlL| 。 
E 首先 计算 


ox 
As =c $ (1.06)-*1(0.96)* 1 = 0.4, 
k=0 


= 10.6. 





dx = 


1- A, 
d 


然后 由 (4.3.2) 得 出 


至 于 Var[L|, 先 计 算 
“Az =e $ |{[(1.06)2]-*-1(0.96)*+! = 0.2445, 
k=0 


ve VarlL] = 0.2445 — 0.16 0 2347 
~ ((0.06/1.06) x 10.6)2 “YM 


例 4.3.1 与 4.2.1 有 联系 ， 其 桥梁 为 
k+1 
k| Ga = | tP2fe+rde k= 0, 1,2,---. 
SE BA a pt, T(r) AR AE pg BH 


(Prftese = pe! £20 


的 指数 分 布 ， 根 据 式 (43.4), RRR RB 


(4.3.4) 


k+l 
kife = | pe dt = (eh — 1)e Atkt+1) k= 0, 1, 2. ._ 
Jk 
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的 几何 分 布 。 在 与 例 4.3.1 对 应 的 连续 情形 中 ，e = 0.96, Be u 
= 0.0408, 也 就 是 说 ， 与 例 4.3,1 中 Pr = 0.0377 对 应 的 完全 连续 
Yi te BRM P(A) = p = 0.0408, 

用 平衡 原理 可 对 各 种 完全 离散 人 寿 保 险 得 出 决定 净 年 缴 保 费 
的 公式 。 保 险 人 亏损 可 一 般 地 表示 成 


briitK+i 一 PY, 


其 中 Ong 与 wk+l 分 别 是 在 (2.3.1) 中 定义 的 受益 金额 与 贴现 因 
子 ， 忆 是 期 初 支付 的 完全 高 散 净 年 缴 保费 的 一 般 符号 ， 了 RA 
散 年 金 现 值 销 机 变量 [例如 (3.4.9)] 。 

应 用 平衡 原理 ， 有 


Elbxnivrn — PY] =0 


oa Elbe 41VEK+1) 

ElY] 
由 此 可 得 出 表 4.3.1 中 有 关 完 全 高 歼 保 险 的 保费 公式 。 

例 4.3.2: 对 完全 离散 如 年 期 两 全 保险 的 保险 人 亏损 L 用 净 
坚 缴 保费 来 表示 工 的 方差 {参见 表 4.3.1 第 三 行 ) 。 

fi: 根据 表 4.3.1, > 


z-| K=O nad 


y” K=nn+l, e? 


zf L 
亏损 二 可 写成 i-z 
L= Z- Penam 


FE 








Var L| = Var za 十 =) _ fen , 


He 22 2.3.1 所 指示 的 定理 2.2.1, 
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£431 完全 次 散 净 年 缴 保费 
种 类 损失 成 份 保费 公式 
baths PY 中 的 P= Elbxai 
K+] / EY] 
aa AR lor ig K=01,2,- P, = 4a 
保险 
Al 
n 年 定期 l or tay 4 = 0,1,2,---,2-1 Pom = Fe 
保险 0 aa B= mnt Le l 
n 年 其 ise ayy: A = 0,1,---,n-1 Pin = a 
PA at PR fe ly” aa K = nnl, 
hF Iut ägg K = 0,1l, h1 iP = fe 
Rea AS lott ip, Koh h+1,-- | 
PR Fi 
heme Juft ig K=0,1,---,A-1 Pew = a 
nn 年 期 1v + äg =h,..,n 1 | 
两 全 保险 Iv” üp K =n n+ 
42 A 1 
n 年 期 agy =0,1,--:,n-1 Pam = oa 
AE fe Op le lv” da A = mn +l,- 
nigh 0 agyi Æ = 0,1, nl Plalär) = 
HAER CRG {rae ae, A = nn +l,- “ent 
年 全 zt tt 








Var[ Z| = (1 + n) PAra — (Asm). 


公式 (3.4.11) 


daz 7 + Apa = 一 l. 


与 表 4.3.1 中 第 三 行 结合 起 来 可 得 


TERRI ZA 
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(4.3.5} 


例 4.3.3: 考虑 保险 金 为 10000 的 完全 离散 终身 人 寿 保 险 。 用 
+ 记 该 保单 揭 年 缴 保 费 ， 工 (r) 记 这 种 保单 签发 时 的 (潜在 ) 亏损 
随机 变量 ， 其 中 投保 年 龄 为 35 岁 ， 年 利率 为 6%, 并 以 附录 中 的 
示例 生命 表 为 计算 依据 。 

(1) 决定 保费 na 使 得 L(xa) 的 均值 为 0, 并 计算 La) HA 
P OD RERSR Lim) 为 正 的 概率 小 于 0.5 HO RIG ER t M 
近似 值 ， 并 求 Lim) HAH. 

(3) 用 正 态 近似 决定 保费 Tea 使 得 100 份 这 种 相互 独立 你 持 
的 总 气 损 为 正 的 概率 等 于 0.05 。 





RE: 
(1) ra REEF ARBRE NAR 
ma = 10000P35 = 1000023 
以 35 
_ 1287.194 _ 24 gy 
15.39262 
由 (4.3.3), 


2 * Ags 7 (Ass }* 
Var{L(xa)] = (10000) Figs)? 
s 0.0348843 — (0.1287194)4 
(0.06/1.06) x 15.39262]? 
1831562 


= = 2412715. 
0.7591295. 





(2) 7, 应 使 得 
PrlL{(xs) > 0| < 0.5. 
ASEM ai K 来 表示 ， 


Pr{100000% +! 一 mo > 0] < 0.5. 
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恨 据 示例 生命 表 ， 422p35 = 0.512510, 43p35 = 0.4808965, 于 是 
Pr( Kk < 42) < 0.5, 取 m 使 得 


10000v™ — maz = 0, 
则 因 100000"? — mig 关于 上 递增， 而 有 
Pr 了 ri) > 0] = Pr[K < 42] < 0.5, 


10000 
= —— = 50.381. 
S43 
与 连续 情形 (4.2.6) Au, 
arii 一 \2 K+1 一 
[ (Ts )] (10000) Varly T0000 ËX FT. 
O Ap 1 Th 1, 


= 10°Var[e*t* (a + =} 一 一 -一 一 一 
10000 d 10600 d- 


)* 
10000d 





= 10°Varle*t1]14 
eek + Tana 


= 10°[? A — (A3) (1 + 
= 1831562 x 1.18567 
= 2171630. 


(3) 在 保费 为 m 时 ， 工 个 保单 的 亏损 为 


L(xe) = 100000" +! 一 Xcar = (10000 + “eu yk +1 - 7 
CHAAR S WHA 
EIL{xe)] = (10000+ =) Ags -Z 
= 0.1287194(10000 + 72) — = 
‘ Ta 
Var{E(m.)] = (10000 + =)? P Ags — (43) 


(10000 + =) x 0.01831562, 
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对 100 份 这 种 保单 ， 每 一 份 的 亏损 Lile) = Ome), i = 1,2,--- 
100 

100. Bah S= 2 Lila.) 的 期 望 值 为 
i=] 


E[S] = 100E[L(7,)}]. 
方差 根据 独立 性 可 得 出 为 
Var|5| = 100Var[L(7,)]. 


Te 由 Pr(S > 0) = 0.05 决定 ， 按 正 态 近似 可 得 





—1002(L(7,)| 
J/100Var[ L(x.) 
-4as(10000 + =) 十 于 


(10000 十 Te) y Azs ~ ( Ags} 


= 1.645, 


= 0.1645. 


于 是 


a, = 100004 LISV A — (Ass)? + Aas 
1 ~ [Aas + 0.16457 A35 — {A35)7] 


等 式 (3.4.6) 与 (3.4.11) 可 用 来 导出 离散 保费 之 间 的 关系 ， 
例如 ， 从 (3.4.6) 出 发 ， 有 


= 100.66. 





从 3.4.11) HR, A 
Gs, + Axa =, 
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l 1 一 dür dAs.m 
= 一 总 三 一 一 = —— 4.3.7 
fe Cha Fy d Gr] 工 一 Asm | ) 
BI 4.3.4: 给 出 从 (43.6) 得 出 的 以 下 方程 
l 
thn = fat d (4.3.8) 
5 
dA, 

Pa = (4.3.9) 

的 文字 解释. 


E: 对 (4.3.8), 现时 1 单位 金额 等 价 于 (x) 活着 时 每 年 年 初 
支付 Ge)" HERES, 也 等 价 于 每 年 年 初 先 付 利息 d 并 在 (2) 
死亡 年 末 偿 还 1 单位 ， 而 死亡 年 未 偿还 1 单位 又 等 价 于 每 年 支付 
Pr 的 期 初生 存 年 金 。 这样， 现时 1 单位 也 就 等 价 于 (x) 活着 时 
每 年 年 初 支付 十 d, 所 以 ， 等 式 (4t = 已, 十 4 两 端 都 代表 
了 现时 1 单位 所 提供 的 期 初生 存 年金 的 年 支付 额 ， 

对 (4.3.9), 考虑 以 下 情况 , 被 保险 人 (2) BARERA A 
购买 1 单位 终身 人 寿 保 险 ， 向 时 每 年 年 初 支付 先 付 利息 dA,, 并 
在 死亡 年 末 从 1 单位 受益 金 中 扣除 A MTER., 实际 上 ， (z) 
以 等 年 年 初 缴 付 保费 dA, 购买 了 1 一 A, 单位 终身 人 寿 保险 ， 所 
以 1 单位 终身 人 寿 保险 的 净 年 缴 保费 PP = dAy/(1 Ar). 

对 涉及 两 全 保险 的 相应 关系 (4.3.7), 也 存在 类 似 的 解释 。 5 
(4.3.8) 对 应 的 涉及 两 全 保险 的 等 椒 为 


(Gem) = Pom +d, 
只 涉及 利息 的 公式 为 
(äm) = (ëa) +4. 
Bi 4.3.5: ve an IEE A ot 


Pam = nPe + Pyll — Asn). (4.3.10) 
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解 : 根据 表 4.3.1, 
Pr airn = 一 Arn = 一 Al. TI! + Ana 


nf rûs = Ar = AL, Fi] 十 ‘Fil Agtn: 
相 减 得 
(Pa Tr Fr aan 一 Aall T Ag+tn). 
由 此 可 得 出 (4.3.10) 。 
ETRE, Pen 与 nir 两 者 都 在 (x) 活着 时 支付 ， 最 多 m 
年 。 在 这 期 间 , 两 者 保险 都 在 (x) 死亡 年 末 提 供 1 单位 受益 , 如 (2) 
wil n EAE Pen 提供 到 期 的 1 单位 受益 ， 而 nf 了 x 则 提供 以 
后 的 终身 保险 ,其 (n ER) 精算 现 信和 为 Arn, MUS Plow nier 
相当 于 1 一 Anan 个 单位 生存 保险 的 均 陋 年 缴 保费 。 
在 保险 实践 中 ， 人寿 保 险 的 受益 金 一 般 在 死亡 后 即刻 赔付 , 而 
不 是 在 死亡 发 生 的 保单 年 度 末 赔付 的 , 因此 , A GEH RE 
年 缴 保 费 ， 这 种 保费 按 表 4.2.1 与 4.3.1 的 顺序 分 别 记 成 P(Ax)， 
P(Axm): Pen), tPA) PAn) 。 由 于 生存 保险 不 涉及 
死记 受益， 对 此 就 不 需要 半 连 续 保 费 。 平 衡 原 理 可 用 来 导出 与 玫 
4.3.1 中 类 似 的 保费 公式 ， 其 中 符号 AMMA. 例如， 


P(A) = (4.3.11) 


pla 


注意 ， 这 一 死亡 即刻 赔付 终身 人 寿 保 险 的 年 初 文 付 的 净 年 缴 保费 
从 号 不 是 Pr, Pp 是 死亡 年 末 赠 付 终 身 人 人 寿 保险 的 连续 支付 年 保 
费 ， 等 于 Ar/ ür. 如果 每 一 年 龄 死亡 均匀 分 布 , 那么 根据 82.4 可 
得 出 


P(A,) = Pia (4.3.12) 
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— t 
P( Aga) 一 5 Prm + Poi 


54.4 AEF m KE 


如 在 每 个 保单 年 度 内 ,保费 分 m 次 缴 付 ， 并 且 死 亡 受益 不 
(fi, 那么 其 年 保费 称 为 ALORS ¥ (true fractional premi- 
ums) 。 对 于 1 单位 死亡 年 末 赔 付 的 终身 人 寿 保 险 ， 每 年 次 
分 期 缴 付 的 年 保费 记 作 PL”, 称 为 真正 净 均衡 年 保费 (true net 
level annual premium) 。 注意 , 每 次 缴 付 的 数额 为 PI" fm 。 符 
号 PC) (A,) 则 是 死亡 即刻 赔付 终身 人 寿 保 险 的 真正 净 均 衡 年 保 
费 。 

这 一 节 着 腿 于 死亡 年 末 赔付 受益 爹 的 保险 。 表 4.4.1 给 出 了 
各 种 保险 的 真正 分 数 保费 符号 与 公式 ， 这 些 保 费 公 式 可 通过 平衡 
原理 获得 。 

在 某 些 应 用 场合 ， 将 年 缴 m KHERA RR Ree Y H 
倍数 是 有 用 的 。 以 下 对 较 一 般 的 保费 PW") 作 一 下 说 明 ， 所 得 公 
式 经 适当 修改 后 可 获得 其 它 种 类 保险 的 相应 公式 。 从 表 4.4.1 的 
最 后 一 行 可 得 


ArT 





(m) 
zih 
H 
Arm = hPa mie Fi 
式 (44.1) 可 改 与 成 

Fn 

(m) At aims 
om = —m (4.4.2) 


公式 (4.4.2) 将 在 下 一 章 中 用 到 ， 它 把 年 缴 m 次 的 年 保费 表 
不 成 相应 的 年 保费 与 一 个 年 金 比 值 的 绞 积 。 
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此 4.4.1 


真正 分 数 保费 * 





种 类 

ae G A Ae OR lt 
n 年 定期 保 附 
n TERA eR 


h ER RRS A ER 


让 年 缴费 n ERP E f Ee 


受益 金 支 付 方式 
AREER FORA RAT 


lw} — A} 
# — oim] 
E p 


P= PO (Asm) = Ra 
) taml fem 
pl) — Az. aP Ax — tay 
m- fi! zh! 
Tr Alan “A Aah 
KPE Or) KP (A. my) = at 
ih zih 


* 在 保费 缴 付 期 内 (z) RBH. BARRERA m 次 油 付 的 分 数 保费 ， 每 次 实 


Rey Pm. 


例 4.4.1: 设 每 一 年 龄 中 死亡 均匀 分 布 ， 

(1) 对 于 (50) 的 10000 个 单位 死亡 年 末 支付 的 20 年 期 两 全 
保险 ， 计 算 按 半 年 分 期 数 付 的 净 均 衡 年 保费 ， 计 算 时 以 附录 中 的 
示例 生命 表 为 依据 ， 年 利率 为 6% 。 

[2) 决定 相应 的 死亡 即刻 赔付 保险 的 净 均 衡 年 保费 ( 半 连 续 


情形 ) 。 


解 : {1) 计算 1000P 的 步骤 如 下 ， 


0.056603774, 
0.059126028, 
0.057428275, 
0.98564294, 
1.01478151, 


say — 1,0002122, 
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3? 一 工 


BQ) = Fay = 0.25739081, 
ao 而 = 11.291832, 
Azog = 0.13036536， 
Po = 001154510, 
20Eso = 0.23047353, 
Aso. = 0.36083889, 
Peo = 0.03195574. 
在 死亡 均匀 分 布 假设 下 ， 


..(2) . 
Qo = &(2)@59.95 — AC) — 2950) = 11.096159. 


对 2=50, n=20, m=2 用 公式 (4.4.1) 可 得 








AL = 
10000 P; = 1000059 = 325.19. 
froh 
(2) 相应 的 半 连 续 年 保费 为 
— A. 
10000 PP (A. z) = 1 (2) "50:20 
( 50:35.) 0000. P57 T 
= 10000P(2 + 45039) 
50:20 Poz 
在 死亡 均 句 分 布 假设 下 ， 
PlAsoag) = (1/8) P5030 + Proz (4.4.3 
Tso P 50:70 7 ” ) 
于 是 可 算得 


L0000P?) (A 0:75) = 328.68. 
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84.5 FORE 


另 一 种 类 型 的 分 数 保费 乃 比 例 保费 (apportionable premium), 
此 时 根据 死亡 时 间 与 下 一 次 预定 司 费 时 间 问 隔 长 短 退 还 部 分 怀 
费 。 在 实践 中 ， 一 般 按 比例 计算 ， 并 不 计 利息 。 这 一 节 中 ， 我 们 
We AA FORCES m 次 的 保费 序列 看 作 53.9 Bf) Le HE 
EFES, REFA m KERR A SSE 
形 的 真正 分 数 保 费 符 号 相似 ， 只 不 过 上 标 m 放 在 花 插 号 内 ， 如 
Ptm}(As) 。 鉴 于 退还 部 分 保费 的 特征 ， 自 然 设 受 荔 金 在 死亡 即 
AYRE fT 

我 们 仍 以 年 缴费 ni 年 期 两 全 保险 为 例 ， 说 明年 缴 m 次 的 
出 例 保 费 公 式 之 建立 过 程 。 从 平衡 原理 导出 





PPH (Aan) = Aem : (4.5.1) 
i — 
r:hi 
利用 例 3.9.12) 可 得 
Aga qm) 


{m} “A + = — E 一 P Ag. . 4.5.2 
he (Arz) (6/ dJi k é AP a) ( ) 


这 意味 着 ， 年 缴 m 次 保费 的 每 次 摊 付 额 为 


1—v 





] “T “T ar a 一 
a PH Anm) = PAs) = P(A) mn 
(4.5.3) 
特别 是 ， 当 =1 时 ， 有 
rPH Asm) = ne Agr )ay,- (4.5.4) 


公式 (4.5.3) 5 (4.5.4) 表明 ， 这 些 比例 保费 等 价 于 按 利息 贴 
现 至 每 一 缴费 周期 之 初 的 完全 连续 保费 。 对 其 它 种 类 保费 也 成 立 
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关羽 的 公式 。 鲍 如 ， 令 hyn oo, (4.5.4) 成 为 
pia.) = P(Az)G;,. (4.5.5) 


比例 净 保 费 PU(A) 与 半 连 续 兆 保费 PAL) 都 在 (z] 活着 
时 每 年 年 初 缴费 ， 在 (x) 死亡 时 都 提供 1 单位 受益 ， 所 不 间 的 只 
是 PU(A.) 还 提供 保费 退 款 。 于 是 差额 


pur”) ~ P(A,) (4.5.6) 


是 为 保费 退 款 受 益 而 按 年 在 年 初 缴 付 的 净 均 衡 年 保费 . 
AA Se =k 7] 32 可 知 ， 保 费 退 款 受 益 的 现 值 随 机 变量 为 


PUA, wl ago 


ay, 





7 


根据 平衡 原理 ， 为 此 受益 而 支付 的 净 至 匆 保 费 为 


— — Qasr 
A.” = PUHA, Efo TT], 
ay 


利用 (4.5.5) 可 得 





A, = P(A,)E] | = PA, z =), (4.5.7) 
AA TI FB Se EK 4 14) iy SE ee 
P(A) = 一 人 je 一人) (4.5.8) 


ba.» 


公式 (4.5.7) 有 以 下 解释 : 保费 退 款 受益 的 精算 现 值 等 于 ，({z) 死 
时 开始 的 与 (z) 死亡 年 未 开始 的 年 率 (年 支付 额 ) 为 P(A,) 的 
连续 永久 年 金 值 之 差 。 
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= oe a 


lA (4.5.6), 由 (4.5.5) 可 得 





_ d A, 
PU(A.) — P(A,) = P(A eZ 
_—.d @ __ , da, — da, 
_ aq Ge) 4.5.9 
= PANG- =) = PAs) ee (4.5.9) 
_ A, — Ay — 
= PAA = PA) 


这 航 是 证 实 了 (4.5.6) Æ R RR E i N P F A E t 
以 上 分 析 可 推广 到 年 缴 m 次 保费 及 其 它 人 寿 保 险 ， 一 般 而 


yll} 


PHA) 一 Pima) 


是 退 款 受益 的 年 党 m 次 保费 。 

例 4.5.1: 如 果 例 4.4.1(2) 的 保单 系 比 例 保 费 ， 那 么 净 年 保费 
增加 和 多少? 

解 : 每 单位 保险 的 比例 年 保费 由 (4.5.2) 给 出 ， 


g) 


AA PA ae 
P (As9.29)) =P (Aso) 5 


ÅT 2250:20 


O59.30 6 


RACY ANSARI. FARA 
mn ua z + Aso z dt2) 
GOPI AE + Poo a q(2) 
aoc) = BlooN(PL, + 可 5 


这 里 alo) = sag = id/6* = 1.00028, B(oo) = (57 — 1)/6 = 
0.50985, 再 加 上 例 430.1 中 算得 的 值 ， 可 得 出 


pe (Asan ) = 


10000 PP} (A. 55) = 329.69. 
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年 你 费 增 如 额 为 


10000[P{t2 (A, m- POA oz ) = 1.01. 


IX AE IB aX St ae CHER IK) 兆 均 衡 年 保 典 ， 


84.6 ”计算 基数 


REAM, ERR I A RS RRB 
生存 年 金 的 精算 现 值 来 表示 。 在 前 两 章 中 ， 这 些 保费 及 年 金 值 者 
可 用 计算 基数 表示 ， 从 而 年 缴 保 费 亦 然 。 对 于 (2) 的 n 年 期 两 全 


保险 ， 其 只 年 付费 的 完全 连续 净 年 保费 可 表示 成 


Ria _ Mz — Main 十 Dern 


Ne 一 Noth 


上 式 的 特殊 情形 包括 ， 当 n=w 一 zx{ 或 00) 时 





— M 
P A; > 一 — ”. 
i ) Nz — Nath 
4h =n =w—x(at oo) 时 
==, M 
P(A,) = =. 
(Ae) N. 
对 于 定期 保险 ， 有 诸如 
pO) = Ten 
Na — Naan 


这 


nM, 一 Roti + Retn4i 
Ny 一 和 


(4.6.1) 


(4.6.2) 


(4.6.3) 


(4.6.4) 


(4.6.5) 


i m Frrr 


对 于 死亡 年 末 赔 付 人 寿 保 险 的 完全 高 散 年 保费 ， 与 (4.6.1)， 
(4.6.2) 及 (4.6.4) 对 应 的 公式 为 


Pea = ie Mate + etn (4.6.6) 
i Nz 一 Neth 
M 
— =, 4.6.7 
pl, = Mew Moin (4.6.8) 


至 于 死亡 年 来 赔付 保险 的 真正 年 统 m 次 的 年 保费 ， 有 公式 


,POD Tr tn tn 
cori Ni B nine) 


T+ 


(4.6.9) 


[参见 (3.6.6) 及 (3.6.7)] 。 

ZF ie m 次 比例 保费 的 相应 公式 可 通过 (45.3) 与 (4.5.4) 给 
出 的 贴现 完全 连续 保费 表示 而 得 出 。 

例 4.6.1: SB {z) 的 1 单位 终身 大 寿 保险 ， 设 5 FEER 
保费 加 倍 ， 按 完全 离散 模型 将 初始 净 年 缴 保费 用 计算 基数 表示 。 

解 : 设 已 是 初始 净 年 缴 保费 , 根据 平衡 原理 ,决定 三 的 方程 


为 
P(Nz — Nyts) +2P Nets = Me 
于 是 M 
P= 
Nz + Nets 


84.7 条 积 增 额 受益 


这 一 节 的 分 析 主 要 针对 死亡 年 未 风 付 保险 的 年 保费 ， 类 似 的 
分 析 适 用 于 完全 连续 保费 ， 稍 作 更 改 也 适用 于 半 连 续 保 费 。 首 先 
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考虑 (a) in FARRE HEBER ER k+ 
时 为 Spy 这 个 受益 在 保单 签发 时 的 现 值 随机 变量 为 


Btis = 1 IyK+l NK+1 _ K+ 
K >n, 


其 中 保险 人 的 现 值 按 利率 i tA, dy) 是 与 利率 j 等 价 的 (银行 ) 
贴现 率 。 根 据 平衡 原理 ， 净 宣 缴 保费 为 
:1 _ 41 
EIW]| = Aon ~ Aca (4.7.1) 
dj) 
其 中 Aina RAR = G-P/A+s He. 
W i=j, i’ =0, eEeRe Ry 


nfr 一 Alan E ] 一 npz 一 Aga HU np 
d d 
= ügm— no Oey 一 Oba: 加 nti $a. (4.7.2) 


公式 (4.7.2) RH, 4G EN, BRA (z) 生存 满 n 年 ， 上 述 特殊 
定期 保险 等 价 于 一 个 半年 期 期 初生 存 年 金 ， 在 生存 满 交 年 时 ， 上 
述 生存 年 金 在 时 间 n 时 的 积累 值 为 吕 ， 那 时 该 定期 保险 提供 的 
受益 为 0 。 

现 考虑 以 下 情形 ， (zx) 可 以 选择 年 缴 保 费 Pla 的 n 年 期 单 
位 受益 两 金保 险 ， 或 者 选择 建立 一 个 年 中 每 年 年 初 存 入 1 / Sy 
ia kK PPM — SRO BREE, BRR (x) 
En ERREFE k-+1 年 时 年 末 提 供 受益 


号 一 
1 一 一 kk =0,1,2,--- nl. 
Sia 


至 然 ， 这 一 受益 是 两 全 保险 的 单位 受益 与 储蓄 帐户 的 积累 值 之 
圭 。 和 假定 所 有 估价 计算 均 使 用 同样 的 利率 i, 那么 两 全 保险 提供 
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Sais LRM RRR SHEN tat eA. E 
此 ， 两 全 保险 的 净 年 缴 保 费 Pon TK EAR E E AR 
费 加 上 储 著 帐户 年 存 入 款 1/57 。 

为 证 实 以 上 结论 ， 考 虑 以 上 特殊 递减 定期 保险 的 现 值 随机 变 


E. 
里 





| pK en 
= Sn) i — . 
Q K>n 
(4.7.3) 
其 净 翁 缴 保费 记 作 AL, 由 平衡 原理 得 
A 7 Gaz: 司 一 nP 
Ala = EWJ- Aa a 
— 1 _ ÜT] ~ nr 
Ar pa 
[参见 (4.7.2j| . X-RAP eR A 
1 Ana 1 1 1 
Poa 一 — ~*~ on 一 一- F Fa 
ny fim my Ša Til 
一 Pea ~ t, 
SF 
于 是 | 
Pir = Al 一 a (4.7.4) 
RIERA 


Pom 一 Pia + Pais 


式 (4.7.4) WR Pem 的 又 一 分 解 ， 其 成 份 是 以 上 特殊 定期 保险 
的 年 保费 与 储 蕃 帐户 年 存 入 额 1/5m BHA n 年 末 的 积累 值 为 
1, 
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例 4.7.1: 考虑 (x) 的 金额 为 5000 的 20 年 定期 保险 ， 当 (r) 
在 20 年 内 死亡 时 ， 除 保险 金 5000 外， 同时 还 加 上 退还 已 付 的 净 
年 缴 保 费 ， 受 益 在 死亡 年 末 支 付 ， 按 以 下 两 种 情况 分 别 导 出 译 年 
缴 保 费 公 式 : 

(1) 退还 的 净 年 缴 保 费 不 计 利息 。 

(2) 退还 的 兆 年 缴 保费 按 决 定 保费 的 相同 利率 累积 。 

解 : (1) 设 re 为 所 求 保费 ， 则 


mad = S000Al + Tal IA)! 


x20 £:20)? 


I 
rI 20) 


02.30 — (I A). 而 ;30 


(2) em, 为 所 求 保 费 ， 利 用 (4.7.2) 可 得 


a = 5000 


Th .a 20 一 = 5000A} z5 30 + mala 30 一 29 Ex 7 ), 


A! _ Al _ 
mp = 5000—22 = 5000—22, 
2022599) 20P2 Gag, 


在 实践 中 ， 毛 保费 会 被 退还 ， 有 关公 式 需 考虑 到 这 一 因素 。 

例 4.7.2: 考虑 (xz) hh artn 岁 开 始 岁入 为 1 的 延期 年 
金 ， 其 净 年 缴 保 费 在 递 延 期 内 支付 ， 并 且 在 缴费 期 内 死亡 时 ， 年 
末 归 还 净 年 缴 保 费 的 积累 额 ， 次 定 其 净 年 缴 保费 。 

解 : 令 净 年 缴 保 费 的 精算 现 值 7 等 于 受益 的 精算 现 值 ， 有 


Ths = nEgügpn + Td Oon söm)» 


其 中 右 端的 第 二 项 来 自 (47.2), 由 此 解 得 
de+n 
河 


T = 
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习 是 
$4.1 
E OEE E E EET I EEEE 


| 
kt = g k= 0,1,2,3 


的 分 布 ， 在 其 死亡 年 末 赔 付 1 AYR EA, GEEIS 
让 。 当 保费 按 平衡 原理 决定 时 ， 计 算 保险 人 亏损 现 值 的 期 望 信 与 
HË, 

54.2 

“ 如 果 死 亡 效力 随 年 龄 严格 递增 ， 证 明 PA) > ua. 

3. BRA 4.2.1, 当 pois 二 由 ES0 时， 学 出 

+A, _ (Ar) 
(óir) 


H--M AA, REE RAB. 
4 当日 三 04 时 ， 证 明 


> 证 明 : 与 终身 人 寿 保险 净 至 缴 保费 相 联 系 的 所 损 之 方 兰 
小 于 与 终身 人 寿 保险 净 年 保费 相 联系 的 亏损 之 方差 ， 这 里 假定 更 
蕊 即刻 赔付 以 及 连续 支付 净 年 保费 。 

6. iE HF 
day. — dA, 


dr )P(As) dz 





(1 + 





一 fiy. 


§4,3 
L 根据 附录 示例 生命 表 及 利率 6% MF oh AER 
tË. 
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完全 连续 IE Se St Ee BA HK 
P\ Ags 75) P(A3,.55) Pasii 
PlAas:30) P(A55,.39)) Fs 
Plasa) P(Ags.35 ) Pas: 

P{ Aas) P(Ags5) Pss 
P(Ass5) P (Age.30) 已， 


a! k a 
P(A35.70)) P(A35.30)) 36:10 


&. HEHH 


1 
20535 一 Piz = 20 P{9104z). 


Tr 


3. FEB 4.3.1 推广 到 一 般 情况 : 
Ge = (1 — r)r* k= 0,1,2,-..., 


即 对 Ax, Gz, Pe, Ar 一 (As)]2]/(das)? 导出 用 > Bi 表示 的 表达 
x. 

84.4 

10， 用 例 441 中 给 出 的 信息 计算 PO, 

11， 用 aba 的 各 种 表达 式 说 明 (4.4.2) 中 的 比值 


0 (rn) 





m! 
H 
am 


是 以 下 各 式 的 倒数 : 


(1) a? — Bm) Pi. 
(2) a(m) — B(m)(PL, +d). 


(3) 1- Spl, +d). 


DT 


12. 42M 4.4.1(2) 中 ， 直 接 计 算 
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即 用 示例 生命 表 计 算 分 子 两 全 保险 的 净 环 缴 保 费 与 分 母 生存 年 多 
H. 
13. WẸ 


1 (20) 


T:1 2 _. 
= = 1.032 


720] 
R P z = 0.040, 那么 PR 的 值 是 多 少 ? 
$4.5 
14， 按 大 小 顺序 排列 以 下 保费 ， 并 说 明理 由 。 


POA nah PAs) P™ H Anoz Zh h PAn) PO? (Aa): 


15. 给 定 


估计 E 
PUHA.) 
PUHA») 


16. it P(A,) = 0.03, 年 利率 为 5%, 对 于 (2) 的 金额 50000 
最 后 保费 可 按 比 例 退 还 的 终身 人 寿 保 险 ， 计 算 其 半年 缴 一 次 的 疤 
年 保费 。 


17， 证 明 
本 (m) 
— — — Ag nm A = 
pir) (Arm) 一 PO (Ara) 一 P( Arm) (m) 一， 
l eT ae 
64.6 
18， 用 计算 基数 给 出 以 下 保费 的 表达 式 : 
(1) 29 P'?{A, 3G). (2) P(A) 
(3) 20 PUI (A, 区) (4) 20P (40825). 


> 199 + 


19. 考虑 30 岁 人 的 递减 定期 保险 ， 初 始 保 险 金 为 200000, 
以 后 每 年 年 末 减 少 5000, 直至 70 岁 保 险 期 满 为 止 。 用 适当 的 计 
算 基 数 写 出 形 如 (4.6.1) 的 缴费 期 为 20 年 的 净 年 缴 比 例 保 费 。 
84.7 
20， 将 
1-a 
5 45:20 
表示 成 -- 个 年 保费 ， 并 解释 所 得 结果 。 
21. 根据 示例 生命 表 及 利率 6%, 计算 以 下 两 种 分 解 的 每 个 


— 一 1 1 
(1) 1000P. 555 = 1000(P 5.35 + Poo): 
(2) 1000 Pio.35, = 1000( PJ, 55 + =): 


22. E5 (4.7.3) 类 似 的 随机 变量 


_ T ST 
pof Maa) Ten 
g T>n 


损失 
-一 一 
L 一 W — A æ] 


可 用 在 平衡 原理 中 决定 这 个 特殊 保单 的 净 夏 缴 保费 A am 证 明 
(1) A yr = A: arj rPe an Pa aa . 








xin Sal 
HA 2148)" A, +(1—ape) 
(2) r | o 1+i}™—1i 加 " 
E E 
23. HF 


AgoP 49.55, + (1 Aa) Pao 


表示 成 净 年 缴 保费 ， 并 解释 所 得 结果 。 
24. 
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(1) 验证 
1 1 








_ pl 
Pe: — = Paa + 4 
65:10, 65:10 
(2) 与 
l 1 
„12 (12) 
65:10 65:10) 


A Ye A SEAT A? 
(3) Huh A RRM 100000 提供 在 10 年 内 (65) 活着 时 每 
月 初 支付 收入 并 在 (65) 达到 75 岁 时 返还 鼻 数 保费 的 年 收入 略为 


1 1 
100000( -iz 一 z ) = 1000008), 
65:10] 85:10 


其 中 18) 标记 本 题 第 (2) 小 题 的 答案 。 
(4) 验证 第 (3) 小 题 中 的 年 收入 额 可 用 计算 基数 表示 成 
Des — Drs 


12 12) ' 
Nos? — Nis” 


100000 


25. 向 (35) 签发 的 均衡 保费 缴 至 65 岁 的 某 种 保险 提供 : KH 
保险 人 活 到 65 之 时 100000 , 被 保险 人 在 65 岁 之 前 死亡 的 年 末 
退还 已 缴 的 各 年 毛 保费 及 其 按 估 价 利率 计算 的 利息 。 如 果 年 缴 毛 
保费 G 是 净 年 缴 保 费 志 的 11 倍 ， 写 出 志 的 表达 式 。 

26. i 15p45 = 0.038, pasm = 0.056, Ago = 0.625， 计 算 
Pas 6 

27， 革 种 缴费 期 为 20 年 的 寿险 保单 在 死亡 发 生 的 情况 下 陈 
还 10000 加 上 所 有 蕊 缴 的 不 计 息 毛 保费 。 返 还 保费 条 款 既 适用 于 
缴费 期 内 也 近 用 于 缴费 期 之 后 。 保 费 按 年 秩 付 ， 受益 在 死 庙 牢 木 
支付 。 如 果 年 缴 毛 保费 是 净 保 费 的 110% 加 上 25, 用 计算 基数 计 
Fim (x) 签发 的 保 香 的 年 缴 毛 保费 。 
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28. 用 计算 基数 计算 ， 根 据 以 下 条 款 向 125) 签发 的 终身 寿险 
的 初始 净 年 缴 保 费 : 

dy 10 年 面额 为 1, 此 后 为 2; 

前 10 年 每 次 的 保费 是 以 后 每 次 保费 的 1/2; 

保费 按 征 激 付 至 65 F, 

FI ERC ERAT. 

29. 对 于 受益 在 死亡 时 即刻 支付 的 情形 ， 用 计算 基础 重 写 表 
4.4.1 RAER., 

30. 设 上 1 是 控 完 全 连续 净 保 费 基础 向 { 民 ) 签发 1 单位 终身 
ag Rr PR BRA RB A Si, Le 是 用 净 童 缴 保 费 1 购买 连续 支付 的 
终身 生存 年 金 的 【zj 的 亏损 。 证 明 L = Lo 并 给 出 文字 解释 。 

31. AREARE sc 岁 人 签发 的 1 单位 普通 寿险 合同 的 
年 保费 为 0.048. 设 d = 0.06,A, = 0.4.74, = 0.2, L BER 
签发 时 保险 人 的 亏损 随机 变量 。 

(1) 计算 BIL]. 

(2) 计算 Varj L]. 

(3) 现 考察 有 100 份 同类 保单 的 业务 ， 其 和 面额 情况 如 下 : 


面额 ”保单 数 
l &0 
4 20 


eS RIN S Hah, 用 止 态 近 和 似 计 算 整 个 业务 的 赢利 现 值 超 
过 20 的 概率 。 


第 五 章 ” 净 保费 责任 准备 金 


mk 


SS.1 4] 


第 四 章 引 人 了 平衡 原理 ,在 双方 相互 交换 一 系列 支付 的 长 期 
契约 签订 日 ,用 于 建立 一 个 平衡 关系 。 如 用 在 分 期 屡 还 贷款 场合 ， 
则 借款 人 的 一 系列 等 额 偿 付 , 在 借款 时 等 价 于 贷款 人 的 一 次 性 贷 
款额 ;在 保险 场合 ,投保 人 缴 付 的 一 系列 净 保 费 ,在 保单 生效 时 等 
价 于 根据 被 保险 人 未 来 死亡 或 生存 而 赔付 的 保险 金 ;个 大 购买 延 
期 生存 年 金 而 缴 付 的 一 系列 净 保 费 ,在 契约 签订 月 等 价 于 年 金 机 
构 未 来 的 一 系列 按期 生存 支付 。 在 贷款 场合 ,平衡 关系 是 根据 现 
值 建立 的 ,而 在 保险 与 年 金 场合 ,平衡 关系 则 是 根据 双方 支付 的 精 
算 现 值 建立 的 。 

经 过 一 段 时 间 ,双方 未 竟 焉 任 的 平衡 关系 会 被 打 琶 。 例 如 , 借 
款 人 可 能 尚 有 若干 次 分 期 还 款待 偿付 ,而 贷款 人 则 早已 履行 其 责 
任 ; 投 保 人 可 能 还 需 缴 纳 兆 保费 ,同时 保险 人 负 有 支付 受益 金 的 责 
任 ; 某 人 的 年 金 缴费 期 可 能 已 经 结束 ,省 年 金 机 构 却 还 需 恋 续 按 期 
支付 。 

这 一 章 将 应 用 平衡 原理 于 契约 开始 生效 以 后 的 时 期 ,此 时 出 
现 了 一 个 平衡 项 , 它 对 于 其 中 一 方 是 负债 项 ,而 对 于 另 一 方 则 是 资 
产 ( 权 益 ) 项 。 例 如 在 贷款 场合 ,该 平衡 项 即 未 清偿 贷款 , 它 是 贷款 
人 的 资产 ,而 是 借款 人 的 负债 ;在 保险 与 年 金 场合 ,该 平衡 项 称 为 
净 保 费 责 任 准 备 侈 (net premium reserve), 它 是 保险 或 年 金 机 构 在 
其 财务 报表 中 必须 确认 的 负债 项 ,对 干 投保 或 购买 年 金 的 个 人 而 
言 , 这 也 是 一 份 资产 {权益 )。 

这 一 章 的 不 少 小 节 与 第 四 章 有 关 净 保费 的 小 节 平 行 ,而 且 我 
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TBE RAS A AY RE RR Ae SA BT 
次 定 净 保费 责任 准备 金 。 
例 5.1.1: 设 按 例 4.1.1 订立 合约 的 被 保险 人 在 1 年 后 仍然 活 
着 , 按 例 4.1.1 决定 的 年 保费 0.3667, 求 那 时 的 来 来 责任 的 价值 。 
SRM aaron KARRE T 1/4 ,k=0,1,2,3. 在 给 
E Kl 条 件 下 ,大 的 条 件 概 率 函 数 为 
PrIK=kIK21]= PRS Mat k= 1,2,3. 
那 时 的 现 值 列表 如 下 ， 
未 来 资 任 前 现 值 (保单 
i 签发 后 1 年 ,i =0.06) 
TRE ”条 性 保险 人 的 
概率 保险 人 被 保险 人 | ASHES TH 
v=0.9434 P=0,5667 9 5767 
1⁄3 u*§ 0.8000 Paz, 50.7126 0.1774 
143? = 0.8395 Paz, =1.0390 -0.1994 





wale 
— 
ue 


保险 人 责任 的 精算 现 值 为 
+ (0. 9434 + 0. 8900 + 0. 8396) = 0. 8910, 


类 似 地 ,被 保险 人 责任 的 精算 现 值 为 0.7061, FAN 

0. 8910 -0.7061 =0. 1849 

就 是 保单 签发 后 ] 年 (时 间 为 1 ) 第 二 次 保费 即将 缴 付 前 的 净 
保费 责任 准备 金 。 

换 一 个 才 度 ,我 们 可 考察 前 瞻 亏 损 的 期 望 值 。 对 天 的 每 一 个 
BOH, AUS RRR A REM SRR ARENAS, 
HS Hees“ it BS) SES Be 


3 (0.5757 +0. 1774 - 0. 1994) = 0. 1849 
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85.2 ”完全 连续 净 保 费 责 任 准备 金 


这 一 章 考虑 与 84.2 讨论 的 净 保费 相 联 系 的 责任 准备 金 。 对 
于 (zx) 的 1 单位 终身 人 寿 保 险 ， 其 完全 连续 净 保费 为 P(A). 
从 保单 生效 算 起 ， 被 保险 人 生存 至 年 时 相应 的 责 任 准备 金 记 为 
VA) 。 为 根据 平衡 原理 决定 VAs), 引入 随机 变量 U, CH 
(ett) MOM a, HR RKAA 


uPrttte+t+u u >Ü. 
定义 在 时 间 t 的 aT R& > 4A (prospective loss) 变量 
bau ~ P(A, ig (5.2.1) 
Re ES a EA a, BP 
VA.) = Ele’) - PA.) zag 
Apis — P(Az)Ge4e. (5.2.2) 


这 个 公式 表明 ， 时 间 t 时 的 责 和 全 准备 金 等 于 ， 从 工 十 t+ 岁 开 始 的 
人 寿 保 险 之 精算 现 值 ， 减 去 zz 十 t 岁 以 后 年 保费 PAL) 的 精算 现 
值 { 这 里 的 精算 现 值 系 指 时 刻 圭 的 值 ) 。 

“t= Of, 公式 (5.2.2) RA oV (Az) = 0, REER ESE 
费时 应 用 平衡 原理 的 结果 。 注 意 到 WW 的 分 布 是 在 给 定 >t eK 
件 下 了 一 芋 的 条 件 分布 U 的 分 布 函 数 因 而 是 

1 — thubs 
iPr 


= uğfr+t it > 0, 


其 概率 密度 函数 为 


tHtuPe Metis 


= wPateMetitu u > Ü, 
iPr 
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BES (4.2.6) 类 似 的 步骤 可 得 





sL = vjl 4 P) - As) (5.2.3) 
于 是 
Varl] = i EE] wm 
P(A 


f + = PArt — ( 42 站. (5.2.4) 


BY 5.2.1: 计算 例 4.2.1 中 相应 的 eV (As) 与 Varkel]. 
解 : 此 时 As, s 及 PAn) FER © 无 关 ， 从 而 {5.2.2) 成 为 


VV (A,) = A, — P(A, Ya, =) i > 0, 


在 这 一 合子 中 ， 未 来 保费 始终 与 未 来 受 受益 平衡 ， Ht Hl Be HEHE eS 
去 平衡 ， 
类 似 地， (5.2.4) 成 为 


,2 
VarliL] = | 1+ “a ("Az — (Az)?] = Var = 0.25. 


FP 4.2.1 的 结果 相同 。 这 里 方差 既 不 依赖 于 年 龄 x 也 不 依赖 于 
fp SEM E, 

$ 5.2.2: ETM deMoivre ff: d = 100- rT, 
100, 按 利率 6% 计算 

(1) P( Ags). 

o) V (Ags) 及 & Vark L], t = 0, 10, 20,..., 60. 

解 : (1) Ele = 100z TA, epg, = 1 — (/65, P3535414: = 

1/65,0 < £ < 65, 因此 


— 65 ， 1 T 
Ass =| tv ant = gE 65) 一 0.258047, 
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1 — Ags 





aan 一 — 12.7333. 
t35 log1.06 
o 0.258047 
y eee! _ 9.920266. 
P( Ass) 12.7333 


(2) 在 35 十 上 #, Agsit = digg / (65 一 t), 








二 ,一 = 1 一 Agsse 
| = Ags, — 0.020266——_-—___. 
V (Aas) "ot iog1.G6 
x 65—t 3 1 d 1 _ 
Assie= | Cet HE SA 
dy (5.2.4) 
0.020266 , 2.2- _ oy 
Vari. EL] = (1 + ———_]*°A — {A 
ark L] = {1 + log 1.06 ] Asp — lAa) 
几 以 上 信 式 可 算得 结果 如 下 : 
t iV (Ass) Varl L 
g 0.0000 D1187 
LO D.O577 0.1001 
20 0.1289 0.1174 
30 D2274 0.1073 
40 0.3619 0.0861 
30 0.5508 0.0508 
60 D8214 0.0097 


与 定额 受益 及 净 保 费 类 似 ， 对 一 - 般 的 完全 连续 保险 ， 可 定义 
HI Re tat A 


ty 
ak = beyt” — | Trou ds, 
0 


其 中 byy 是 死亡 发 生 在 +t 十 U 时 的 受益 金额 ， fi+s 是 证 有 时间 
tis 缴 付 的 完全 连续 保费 (年 ) 率 ， 这 个 一 般 情 形 的 净 你 贵 贡 性 
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HE fe A 


iV 


I 


EL] 
f (Dipun — j Tips U d8 )uPattiett4+udu 


nc 20 
$ 
| Dea at aPetifatt+ytu 一 f Mga sPr4itls, 
() g 


(5.2.5) 


其 中 的 第 二 项 积分 系 应 用 定理 1.5.1 或 变换 积分 次 序 而 得 出 。 这 
样 ， iV 可 表示 成 时 间 t 以 后 受益 的 精算 现 值 与 兆 保 费 的 精算 现 


值 之 专 。 


FR 4.2.1 相对 应 ， 表 5.2.1 概括 了 名 种 信奉 保险 的 届 任 准备 
， 但 并 未 详细 给 出 前 瞻 亏 损 tL 及 VarltLj 的 公式 。 


表 5.2.1 完全 连续 净 保 费 责 任 准 备 金 
[保单 生效 年 龄 xz, 持续 时 间 t, Bie RR 





种 类 责任 谁 备 金 Bil Ra > 
符号 
HAA 和 大 保险 F(A} Ag+t 一 P(A, Gots 
n FERRE Vim) Aspan - P(Anm npg t<n 
0 t=n 
n 年 期 两 全 VA ni } Appin 加 P(A, moe nar OES 
Hi o l t=n , 
h 年 缴费 终身 PV(A) 4 一 (4 gq th 
人 寿 保险 Asye t>h 
hE Vidn) Arpina im— t — 2 P(Ag, a JO shod h—t] tA 
n 年 期 两 全 Ane RSt<n 
Py 险 1 £=n 
n 年 期 生存 :VW(A 和) A Tä — P(A, 3 +) Toht: ni Sn 
保险 ] = ft 
n 年 递 延生 存 Vinas) Als = Grtn 一 Ply|Gz) rpi ESR 
E E st t>n 
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[5.3 ”完全 连续 责任 准备 金 的 其 它 公式 


前 一 节 我 们 只 是 用 了 一 种 方 祛 来 写 出 完全 连续 责任 准备 金 的 
公式 ， 基 aieta% (prospective method) 。 据 此 ， 责 任 谁 备 金 是 
REM SFAR HARME. AWTS a 
保费 (年 ) 率 保单 的 另外 三 个 公式 。 以 下 以 n 年 期 两 全 保险 为 例 
进行 说 明 。 

从 表 5.2.1 VAn) 公式 中 提取 因子 üsna 得 保费 
# & X, (premium-difference formula): 


全 _ Dp 


tV (Asa) PA) tn 


Gt 


P(A, sex) 加 P( Arm h aspa (5.3.1) 


它 将 责任 淮 备 金 表 示 成 剩余 缴费 期 内 保费 差 的 精算 班 值 ， 其 保费 
差 系 从 了 工 十 上 PHRMA RS Ser RH St ERR REER., 

MeVi4on) MHRA HERBS Z AORAR, WE 
第 二 个 公式 





— _. iA ee 
iV {Arm) = [L-P (An) 1 AL sence 
r+l nË 
P(A,. _ 
= jl- Mem) og —. (5.3.2) 


它 将 责任 准备 金 表示 成 部 分 受益 的 精算 现 值 ， 该 部 分 并 不 能 由 仍 
将 收取 的 净 保 费 所 提供 。 注意 到 P(A, 3) 是 满足 未 来 受益 所 
REARS EMER, m P Asm) 则 是 实际 缴 付 的 净 保 
费 ， 因 而 PAn) P Aspena) 是 由 实 缴 保 费 所 提供 的 受益 比 
便 。 以 上 公式 称 为 oh a RM & X (paid-up insurance formula), 该 
名 称 来 源 于 第 十 章 将 讨论 的 不 没收 受益 缴 清 保 险 。 5 (5.31) 及 
(5.3.2) 类 似 的 公式 也 对 其 它 一 大 类 保险 责任 准备 爹 成 立 。 
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第 三 个 表达 式 称 为 后 顾 公 式 { 或 26 A A (retrospective for- 
mula}} 。 我 们 从 一 个 更 一 般 的 关系 开始 ， 根 据 第 二 章 习 题 12 以 
及 式 (3.2.22),(3.2.24), Ht <n- s, 


一 一 一 1] 一 一 
Ant sama = Áz te Pots Ag petta IET: 


Cots nal 一 Oot sf + Prt a tn 


将 它们 代入 Vrm) MATRA. AA 


— — —j — ,一 _ 
sV (Aza) = ATFs — P(Apa ipag 


Brg mr 4 — 
+: Erps A sn Pi Asa 外 


] — ,— — 
一 Asti 十 :ErtsstiV (Aca) PAsi) ürte 
(5.3.3) 


这 样 ， 在 一 个 时 间 区 间 始 末 的 责任 准备 金 有 以 下 联系 : 

初始 时 的 页 尾 准备 金 等 于 ， 期 间 应 付 死亡 受益 的 精算 现 值 ， 
加 上 以 期 终 时 责任 准备 金 为 保 额 的 { 纯 ) 生存 保险 精算 现 值 ， 再 
沽 去 期 间 净 保费 的 精算 现 值 。 

将 (5.3.3) 整理 一 下 ， 得 


sV (Asn) + P(A VO 4 oc 一 Aaa + Ertas (Arm), 
(5.3.4) 
ERA, 保险 人 的 来 源 与 负担 的 精算 现 值 相等 。 ER (5.3.4) 中 置 
3 二 0 就 得 出 后 顾 公 式 ， 注 意 到 VA) =0, 有 


iV (Azam) 一 





又 根据 Sai 一 CB/ t Er, 以 上 公式 可 化 为 
iV (Aza) = P(Arm)3,.3 — tKa (5.3.5) 
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这 里 ， _ 
A 
tEr 
Bp AY 保险 成 本 积 素 值 (accumulated cost of insurance), BR 
> : vspriirts 
Re = j, vps ds 
na +i) *le—strtsds 
lett 

可 解 知 为 生存 组 在 年 龄 4 与 XT 十 i 之 间 死 亡 赔付 积累 值 补 lt 个 
生存 者 每 人 的 估价 。 这 样 ， 责任 淮 备 金 可 看 成 净 保 费 的 精算 积累 

E ( 按 箱 息 累 积 并 在 2 十 t SERA COR) 与 保险 成 本 积累 值 
之 莽 。 

在 进 行 数 秆 计算 时 ， 究 竟 该 使 用 前 瞻 公 式 还 是 使 用 后 顾 公 
A, AW AAG FR: 

(1) ERE RM a R MBS, AAR BHA, E 
RY, RES SAILARKL AA WABIA, WHA EMH AR 
SAG RRM E> AR, PY(A,) = Artt ， 

(2) 在 尚未 提供 受益 的 递 延 期 内 ， 后 顾 公式 更 方便 ， 此 时 ， 责 
任 蕉 备 金 简化 为 过 去 净 保 费 的 精算 积累 值 ， 例 如 ， 当 上 < ni, 
VW (qi?) = P Plita J e 

a Ae BS A A PR Be EE eS LS RA, ADL AS 
式 对 n 年 期 两 全 保险 责任 准备 金 岂 成 ,但 对 -RRR HEA 
金 不 然 。 由 公式 (4.2.9), PCA.) = (1/8) 一 6, 有 


1 
iV{A,) — 1 — bap 一 (— 一 Sant 
ae 





(5.3.7) 





dz 
= 7-2) (5.3.8) 


利用 (5.3.1) 得 


V (Ag) 一 [P( 4 — P(Az) Giese 
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用 Aye = 1 — fiep 改写 (5.3.8), 还 可 得 


— 1— År = Angt — Åz 





§.4 ”完全 离散 净 保 费 责 任 准 备 金 


这 一 节 讨 论 的 责任 准备 金 与 $4.3 讨论 的 净 年 织 保 费 相 联系 ， 
即 死 志 年 未 赔付 受益 并 且 按 年 缴 付 保费 。 考 虑 净 保 费 为 忆 . 的 1 
单位 终生 人 人 寿 保 险 , 其 下 年 末 的 实 任 准备 金 记 为 £4 信 。 按 84.3 及 
85.2, 定义 J Ale +k) 的 整 值 剩余 寿命 随机 变量 ， 其 概率 函数 为 
TDpzr+zgaAA+ J = 0,1,2,0, A SRELA 


pb = ytl — Fray (5.4.1) 
由 此 按 定义 Va = Ehk 得 出 
RVs = Arpek — Preto yz. (5.4.2) 


这 个 前 脆 公 式 表 明 ， 责 任 准 备 金 kVz BM otk PRR RBA 
夺 保 险 精 算 现 值 与 未 来 实 缴 保费 PP 的 精算 现 值 之 差 。 将 这 里 与 
85.2 e J=K-kEK >k ZT) 的 概率 函数 为 

— RAG Pr Grek 3 


jPet+k Gait 3 = To J = 0, L, 2, mys 
bpr 


HAT (2) HRM etk SRE PRAMAS OHKESA. 
与 (5.2.4) Xi, E 


Var] = Var Came 十 E) 


P 2 
1 十 =| Varje" +1], (5.4.3) 
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5.4.1: 计算 例 4.3.1 的 WE 与 Vark E] 。 
E PUA Arde, Pr 均 与 年 龄 LK, MA 


kVe = Ag — rar = Ü k=0,1,2,---. 


WH (5.4.3) 可 算出 Vark L] = Var[E] = 0.2347 。 

现 考虑 (x) 的 更 一 般 完 全 离散 保险 : 死亡 受益 在 死亡 的 保单 
年 度 未 赔付 ， 第 了 年 的 受益 额 为 三 ;7 二 1 2 保费 在 每 个 保 
单 年 度 期 初 缴 付 ， 第 了 年 的 保费 为 mrj-1j 一 2 o ER kT 
REFEREE TA 


J 
pL = bei priv? n= S Tether (5.4.4) 
n= 
ik PT LES eA 
ox . 3 
V = Ehl] = | 本 HT 一》 nprnv | Papeete 


Ox 7 

_ oa | h 

= $ bet ppt Pet kIetk+i 一 》 Th hPrtks 
j=0 h=0 


(5.4.5) 


其 中 第 二 个 和 式 通过 应 用 定理 1.5.2 ERMA. TE, 
LV 也 是 未 来 受 蔓 精 算 现 值 与 未 来 净 保 费 精 算 现 值 之 差 。 袁 5.4.1 
列 出 的 责任 准备 金 公式 与 净 保 费 表 和 .3.1 对 应 ， 并 且 与 责任 准备 
金 表 5.2.1 4, 

例 5.4.2: 决定 nn 年 期 两 全 保险 的 Var[k 了 | 公式 。 

解 : 由 


P Pom 
rL = e+ -ge J<n-k 
vkj 十 二 党 ] a J>n—k, 
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R541 完全 高 散 净 保费 责任 准备 金 
(保单 生效 年 龄 >, 持续 了 时间, 单位 保 额 ) 


Ap 5 pi tt HE & Aly BS 2> xh 
使 记号 
终身 人 大 sVe Antik — Pedz+n 7 
保险 
. 1 1 1 e 
NPR Voy Aten emi RST 
保险 0 k=n 
n 年 期 Vom Aspen Pr RR KIR 
两 全 保险 i k=n 
h 年 缴费 TV, Arth ~APe@, 5m RSA 
Ho AF Ast ke = h 
保险 
yr H 
A Fi A k VaT Antek E Th Peay Oey pO RoR 
n 年 期 A apink haken 
两 年 保险 l k=n 
1 1 ] 
nS eV, | rthin—k Pom 2+ bin k] ken 
Ei 1 k=n 
n ER kV (nüz) A ack Ortn 7 PlnjGe A. oe kan 
生存 年 金 Drik KDR 


并 根据 J 的 概率 晒 数 为 Dot kGetkty, j 二 0,1,…，, 可 得 


Pai ? 2 S 
Varlg L] = 1 十 “= | 4 E (A, pang)’ 


XY SS Et A Ag OR Baty BG AE OR Be BLS) BY ES AR BP eH HE 
它 险 种 ， 损 失 的 方差 表达 式 中 包含 许多 项 ， 在 这 种 情况 下 ， 85.9 
的 结果 市 有 出 于 计算 。 

F $5.3 类 似 的 公式 对 完全 离散 责任 准备 金 也 成 立 ， 以 下 只 对 
Ven 作 一 简单 说 明 ， 其 解释 与 椎 导 与 完全 连续 责任 准备 金 基本 
平行 。 


”工作 


保费 差 公式 为 


k Vz 一 (Pe pal Pem) pk nok’ (5.4.6) 
缴 清 保险 公式 为 
Ps | 
k Vesa = i — p Atkin k (5.4.7) 
z+k:n—k] 


至 于 后 顾 公 式 , 我 们 应 首先 建立 一 个 与 6.3.3) KUMAR, PPM 
Facn-y, 


1 = 
VA = ASTR — Pom Goal + hEzr+jjth Vem: (5.4.8) 


47 =O, 因 oza = 0, 有 


1 _ | 
Vom = E Primär — Apa) 
一 Pomat — hEr, (5.4.9) 


这 里 ， 保 险 成 本 积累 值 为 hke =A p/hEe 并 可 作 生存 组 解释 。 

从 责任 准备 金 的 后 顾 公 式 可 得 出 一 些 有 趣 的 关系 。 考 虚 (2) 
的 两 个 不 同 保单 ， 在 开始 的 年 中 受益 金额 都 是 1 个 单位 ， 这 里 
hh 小 于 或 等 于 每 个 保单 的 缴费 期 。 两 者 的 责任 准备 金 后 顾 公 式 为 


h F1 一 P18. 5, _ ake: 


nV2 = 28,5, T hån. 








F 
nVi =h Vo = (Pi ~ Pa) gmp (5.4.10) 
ASHER SZESTRRRZH RARE. A 
1 hie _ i 
So QF i z:h| 
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公式 (5.4.10) 可 整理 成 
P — h, = P aV —a Vo}. (5.4.11) 


现在 ， 净 (年 ) 保费 差 表示 成 以 年 术 责 任 准 备 金 之 差 为 保 额 

的 衣 年 期 生存 保险 的 净 (F) 保费 。 公式 (4.3.10) 是 (5.4.11) 当 

Ver = 1- 2V, = Aven 的 特殊 情形 ， 另 外， 由 nV = 0, 我 
们 还 可 得 

Py = Pig + Poan Vs (5.4.12) 

与 完全 连续 情形 相仿 ， 完 全 离散 的 终身 人 寿 保险 与 两 全 保险 

多 责任 准备 金 也 有 一 些 特殊 公式 。 根 据 关系 式 4 = 1- da, 及 

1 /dy = Py +d, 可 得 出 (5.3.8), (5.3.9), (5.3.10) 这 些 公式 的 
平行 公式 : 


1 
kz = 1— d@yip,—(— — dak 
Dy 
dz 
= 1- ==, (5.4.13) 
f- A A —A 
V, = q1 tk | Stk — tig 
k Vae rA Toa 641) 


Pr-d Pm—P 
一 2 (5.4.15) 
Pork td Poth +d 





k Vz = Il- 


BY 5.4.3: ARI lso 个 50 岁 的 人 发行 保 额 为 1000 的 完全 
AMS 年 定期 的 人 寿 保 险 , 根据 附录 的 示例 生命 表 以 及 OM KA 
率 ， 和 追踪 这 组 保单 的 预期 现金 流动 ， 并 附带 得 出 净 保 费 的 责任 准 
备 金 。 

E: 先 计 算 净 年 缴 保 费 交 一 L000 Pos = 6.55692, 与 这 组 保 
单 相 关 ， 通 过 收取 保费 、 贷 记 利息 、 理赔 支付 的 预期 资金 积累 变 
动情 癌 列 表 如 下 : 
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年 FING, SF. 47) Fil 预期 
期 保费 HR 利息 
h ov = (2)2 + (6}n-1 DO6(3j 
1 586903 86903 35214 
2 583429 675662 40546 
3 579682 T24452 43467 
4 575640 T27143 43629 
5 BT L230 TEYAT 40619 
(5) (6) (7) (8) 
年 预期 死 年 未 预 年 末 预 期 1000x 
TB He aR 生存 人 数 hn Voog 
hb 1000dso4n-1 (Bia (4)n — (5)a laoth (On A PY 
] KIYSA TARN 88979.11 1.04 
2 S71432 144770 A8407.68 1.64 
3 616416 151503 AT T9126 1.73 
4 665063 135707 a7126.20 1.21 
5 717606 0 86408.60 0.00 


5.4.4: 考虑 向 lso 个 50 PARA RMA 1000 的 完全 离散 
5H Reh, HHA Em ROR OD 的 利率 ， 追 踪 这 组 
保单 的 预期 现金 流动 ， 并 附带 得 出 净 保 费 贡 尾 准 备 金 。 

解 : 此 时 ， 净 年 缴 保 费 7 = 1000Peos = 170.083, 预期 现金 
流动 列表 如 下 : 


(1) (2) (3) (4) 
年 ”年 初 预 Fi 预期 
期 保费 期 积累 利息 


hlsorri7T = (2)at+ (Or G.06(3)a 
l 15223954 15223954 913417 
2 15133829 30741336 1844480 
+ 15036638 47051022 2823061 
4 14931796 64189463 3851368 
5 14818680 62194446 4931667 
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=, 
—_ 
a 


h 
1 
2 
3 
4 
D 


(5) 
Fa WE 
E Re ft 
1000dso4% -1 
5329884 
371432 
616416 
665065 
717606 


(6) 
FRH 
期 积累 


(3)a~ (4a — (oda 


15607507 
32014384 
49257667 
67375766 
S6408507 


(7) 

年 末 预 期 
EFAN 
l50+A 
S8979.11 
AS40768 
B7 791,26 
87126.20 
26408.60 


加 
1000 x 
h Vsn.| 
(6)a/{7)a 

175 .41 

362 .12 

361 .08 

Tis .31 
I1000 .00 


图 5.4.1 与 5.4.2 PRIOR RRR SM E 
At. 在 例 5.4.3 中 ,开始 两 年 的 预期 保费 超过 预期 死亡 赔付 ， 随后 
则 低 于 赔付 ， 开 始 2 年 超出 部 分 保费 的 积累 在 随后 赔付 较 高 时 动 
H. 7h 5 年 期 满 时 预期 积累 耗 尽 。 


E> 
mie 
= 50 
x 


450 * 预期 保费 
< 预期 死亡 赔付 





图 54.1 fa 5.43 


在 例 5.4.4 两 全 保险 场合 ， 图 5.4.2 与 前 例 截然 不 同 ， 预 期 保 
费 妈 到 远 远 超 出 死亡 赔付 ， 在 第 5 年 术 ， 预 期 积累 正好 可 用 来 提 
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s DIHS 
4 x PA SE iD] 


x LOGOOOD 





54.2 fil 5.4.4 


供 预期 生存 者 每 人 1000 的 到 期 支付 。 

以 上 5 PERE E AER R RA A RT. m 
5 年 期 两 全 保单 则 是 一 个 遍 保 费 遍 积 累 的 例子 ， 大 多 数 人 及 保险 
St Fk PAT A m Z IAL 


$5.5 ” 半 连 续 保 党 及 真正 m 次 保费 责任 准备 金 


根据 保险 实践 ， 有 必要 考虑 死亡 即刻 骨 村 的 尘 连 续 滔 保费 
PAo), PA), PA) Pa) Paa), 此 时 ， 表 5.4.1 中 
的 责任 准备 金 公 式 中 ， 需 要 将 4 改 为 A, Pow PCA). olin, 
六 年 党 费 邵 年 期 两 全 保险 的 半 连 续 净 保费 资 任 准备 金 为 


-一 


用 i hakeen. — 
(5.5.1) 


PV (Apa) = l Asten wh P (Ania O04 Aim k< h 
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假定 在 每 一 年 中 死亡 均匀 分 布 ， 那 么 由 (2.4.2) 及 (4.3.12) 可 得 
RV (Asay ) = Vy +: Vz +. (5.5.2) 


让 种 场合 的 半 连 续 责 任 准备 金 很 容易 道 过 相应 的 完全 离散 责任 淮 
备 金 计算 。 

对 于 34.4 讨论 的 真正 年 缴 m RRR. HAA KT AES 
出 责任 准备 金 公 式 


MH keh HRE 
Aprim h .. m 
in) ah ， (m), om 
TA FF a i Gt bhok 局 一 下 Pr TF A IE Fok (5.5.4) 
x: 


企 每 一 年 中 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， {5.5.4) 成 为 


a£” 
hy Cn) h _ (m) ‘ta - Bln) A, ihj v 
k Messy Ee: Ven = a a z - A 
rift 


“big a Nid gh 
涉及 al im 的 项 抵消 掉 后 成 为 


hir(m =) 一 — = pi ta 
nV. t Vam = Blm),P wi (At $j tk 


一 Bim), Pea” WV (5.5.5) 


ARH, 真正 m 次 保费 责任 准备 金 等 于 ， 相 应 的 完全 离散 责任 准 
备 金 ， 加 上 保 额 为 真正 m 次 保费 一 部 分 [比例 Bl)’, MRA H 
Re [h 年 ) 的 定期 保险 完全 离散 责任 准备 金 ， 
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ERC Aa ART, FERRE m 次 你 费 的 责任 淮 
k PARMAR. RAWE H k< h, A 


ey (Aa) = A ~, P) (Anma (5.5.6) 


atk:in—k tT+k:h-kj 
按 导 出 (5.5.5) ii R o fE 
BV“) (Aaa) =k V (Aam) + AMP Arm)eVig. (5.5.7) 


令 m 一 w, 可 得 到 完全 连续 责任 准备 金 与 其 它 责任 准备 金 的 一 


> 
水 


RV (Aza) =; V (Ara) 十 Boon PC Arm k Vi 


Lap (5.5.8) 


这 里 ， 定 期 寿险 责任 准备 金 是 完全 离散 的 。 

例 5.5.1: 对 例 4.4.1 中 的 20 年 期 两 全 保险 , 按 真 正 半 年 村 一 
次 的 保费 ， 计 算 : 

(1) 在 完全 离散 基础 上 的 10 年 末 责 任 准 备 金 。 

(2) 在 平 连续 基础 上 的 相应 责任 准备 金 。 

E: (1) REG 4.4.1 中 已 计算 值 外 ， 还 需要 


A = 0.19678852, 


80:10 
Ago.iq = 0.58798425, 
io = 7.2789425, 
10 Vso = 460 订 一 Poz iien:76 = 0-052752. 
1050-55) = 4460:10 一 Pso.an4e60,19 ~ 0-355380. 
AFTRA a ARE, É 


(2) 


60-10) = a 2 \aen.76 一 BQ} 一 10 Ego) = 7.1392299. 
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所 求 责任 准备 金 VL, dk (55.3) 计算 为 


50:20)? 


— p a 
Agog — Pago go = 0-355822. 
(2) 还 需 计算 


zt Al _ 
$ Ata0) = 0.13423835, 


— A — 

PO (Asom) = 321 = 0.03286830, 
“50:20 
a o 
Z 480:1 = 0.14085233, Apm = 0-36471188, 
“A A 0:20 — 一 一 

P(Asom) = aA = 0.03229874、 0 而 = 0.59204806. 
于 是 


BA A aA “2) 
oV” (Asaz) = Aora — P? (Ago.ag Mage sg = 03573937, 





或 者 由 
10V (Ayoz) — AoT 7- P (Aso )dgo:30 = 0.3569475, 
B(2)P (Ayoz )10V a = 0.000466. 
疝 者 按 (5.5.7) 相 加 得 0.3573937. 


85.6 比例 责任 准备 全 
这 WHT §4.5 涉及 的 按 比 例 分 担 或 连续 贴现 保费 对 应 
的 责任 准备 金 。 对 整数 k, 按 前 脆 方 法 有 
RVI} (Ana) = Apap —h PO Aomain 7 k<h 
(5.6.1) 


根据 (4.5.2) 以 及 (3.9.7). 


f 
| 
1 
} 
= 


mks Gm O 
aP (Anam) 一 Fh Pl Aam), 
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1 {iri} _ ó 
P tkk ki dim) Tk — 


代入 (5.6.1) 得 

eV (Aya) = A kn k] - P(A 7), kA k kj k k V(A z7) 
(5.6.2) 

这 意味 着 ， 不 管 缴费 模式 如 何 ， (在 每 个 保单 年 度 末 ) 完全 连续 责 


任 准备 爹 可 作为 比例 责任 准备 金 。 
在 §4.5, 比例 分 担保 费 可 分 解 成 


PtU(A,) = P(Az) + PA, 


其 中 上 标 PR 表示 保费 退 款 受 瘟 。 可 以 期 待 ， 对 责任 准备 金 也 成 
立 类 似 的 分 解 。 为 证 实 这 一 点 ， 用 前 瞻 方 法 与 (4.5.7) 写 出 


m A, — PR... 
kVA”) = PAE hetk PAP äna 


= P(A.) He ett _ PUHA) _ P(Az) | @a-4%- 


H d 
5 五 (42) = Pt (5.6.3) 
可 将 以 上 表达 式 作 成 
VA) = 一 再 二 ) 配 HT PC ini 
— Aztk 一 P(Az)@z+k T |Ar+k a P(Az)Gx+%] 
= nV (Az ) Th V(A,) 
一 VA z) “k V(Az} 
THA 
ke) =, VAa) + VA) (5.6.4) 
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5.7 DE BRRERSE NEA 


在 $5.4 曾 考 虑 (x) 的 一 般 保 险 : 第 了 十 1 个 保单 年 度 末 提供 
死亡 受益 额 b+1 ;年度 初 缴 付 净 年 保费 mj = 0,1,--- WE 
(5.4.5), 保单 年 度 记 一 1 之 末 的 责任 准备 侈 汐 


CKO 


om r 
pV = So bryt? lj Path-1gsthti-i 一 DMThti-10 jPr+h-1 
j=0 1=0 
(5.7.1) 
将 各 式 中 第 一 项 (7 =0 项 ) 分 离 出 来 ， 得 
hlY = Dpvdssn—1 — Fh-1 


ox 
+UPeth-1{ 5" bay GU j-1Pr+hGeth+i—-1 


i 
一 
一 Ti j-1Pe+h 
j=l 


大 括号 内 的 项 等 于 aV, 于 是 得 
h—1V + Np-1 = bnvdepn—1 ta V Uprth-l: (5.7.2) 


用 语言 来 表达 ， 保 单 年 度 hh 之 初 的 来 源 等 于 年 林 需 求 的 精算 现 
值 。 
公式 (5.7.2) 可 整理 成 


Rh1 = bavgrth1 + (AV UPrt+h-1 ~h- Y), (5.7.3) 


其 中 右 端的 第 一 项 是 保 额 为 bn BK) — SE SE RA Pe eR, SR 
项 差 所 代表 的 金额 ， 在 年 初 加 .上 rak 后 ， 经 一 年 拔 利 妃 与 生存 
BR, ERMA RV. 
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£ Arrn 


为 了 以 后 与 完全 连续 情形 比较 , 在 (5.7.3) Mmk l+ A 
RHE, 17 


nhi t+(n—-1¥ + np ji th Vasth 1 = bhleth- + Ala) 
(5.7.4) 
为 明确 p_iV 与 AY 是 年 末 责 性 准备 金 ， 通常 称 期 未 责任 准备 
&(terminal reserves), 而 和 h_1V + ah- BARBER A R 
初 责 性 准备 金 [initial reserve ) 。 式 (5.7.4) 左 端 代表 保单 年 度 Rh 
的 来 源 (从 年 末 看 ), 即 保费 、 期 初 责任 准备 金 的 利 县 , 因 死 亡 而 项 
期 释放 的 期 末 责 任 淮 备 金 三 项 之 和 。 式 (5.7.4) 右 端 则 由 年 末 预 
期 死亡 受益 赔付 与 责任 准备 金 增 量 AV 一 h_1 所 组 成 。 
另 一 种 不 同 的 分 析 ， 考 虑 到 责任 准备 金 hY 可 抵消 部 分 死记 
受益 六 ,只 有 凤 险 净 额 net amount at risk)b, —V, 41 Pi 
要 保险 。 在 (5.7.2) 中 以 1 一 Fa+h—1 取代 Prih—i’: F 1 +2, 得 


nV = (pV + ta-1)(1 +i) — (br pV)getrh 1. 人 5.7 .5 
相应 于 (5.7.3) 有 
Nn] = (bh — Vh Wgr+h-1 t+ (VAV ~p_1V). (5.7.6) 


上 式 右 端 第 一 项 是 风险 净 客 的 1 年 期 保险 之 净 保 费 ， 第 二 项 老 在 
EIME aV 后 ， 刘 年 末 只 按 利息 积累 将 成 为 kV 。 这 里 天 
己 经 部 分 用 于 抵消 死亡 受益 ， 因 此 责任 许 备 金 只 是 象 储 蕾 金 一 样 
累积 。 这 一 点 还 可 以 从 以 下 对 应 于 (5.74) 公式 看 出: 


Th 1 十 (1 Fnk- = (ba — Vh Ygz4h-1 + AGA-1V). (5.7.73 


得 出 (5.7.3) 的 第 一 种 分 析 ， 并 不 用 责任 准备 金 去 抵消 死亡 
受益 ， 所 以 责任 准备 金 积 累 按 利 息 与 生存 计算 ({ 即 精算 积累 】。 式 
(5.7.3) 右 端 两 项 都 含 死亡 风险 ， 而 式 (5.7.6) 右 端 只 有 第 一 项 含 
FE La XL 
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例 5.7.1: 考虑 (s) A etn 岁 开始 岁入 为 工 的 延期 年 金 ， 兆 
RRR TE ERAS. IFAM etn 岁 之 前 死亡 时 ， 死 六 年 
末 赔 付 兆 剑 费 责任 准备 金 , 决定 净 年 缴 保 费 以 及 天 年 末 的 净 保 费 . 
责任 准备 金 。 

解 : 根据 (5.7.6) 以 及 bh =p VW 二 12,.….,n, ERED 


T= URV —k-1 V, 
Rol g 
ro] = yh y — vel V = Alola iV). (5.7.8) 


H h=], 2, n +E 加 ， 有 





这 一 年 金 与 例 4.7.2 相当 。 k 年 末 责 任 准备 金 可 由 (5.7.8) 对 
h=1,2,---,k 相 加 得 出 : 


uw V 一 TOF, 


V =r 1ek<n. 


例 5.7.2: (zx) 的 某 种 保险 ， 在 郊 年 内 (x) 死亡 时 同年 末 赔 村 
1 单位 再 加 上 净 保 费 责任 准备 金 ， 导 出 净 均 衡 年 缴 保 费 公式 以 及 
k 年 末 净 保费 责任 准备 金 ， 这 里 假定 期 满 时 责任 准备 会 为 1 
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fi: 此 时 及 二 1 十 hp W, 风险 净 额 为 常数 1, 以 7 Ee 
2, H (5.7.6) 得 


VAY —p-1V =T — Vfk+h-l, 
n TE 得 
A” |, iV) = gy! yg pl (5.7.9) 
H A=1,2,---,n 相 加 得 出 
Z h 
v” 十 3 T ryh] 
A=1 
TT 二 一 
dri 
将 (5.7.9) 按 h = 1,2,- wk 相 加 ， 可 解 出 


k 
LK = TS 一 >a + iE gat 
h=1 


95.8 ”分 数 期 责任 准备 金 


MERI) 的 一 般 保 险 :保单 年 度 了 十 1 年 来 死亡 受益 为 9544, 
EAR RR 全 ,了 = 小 1…… Rk, Os <1 在 持续 时 间 为 
K+ s 时 的 责任 准备 金 按 前 瞻 方 法 为 


ktsV = beyit *1-sGerkes + epi Vv *1 Peres: (5.8.1) 
Ef —TEPSEC A oI RF 


sPyethl—«sGr+tk+e —sl1—s Gr+k 一 (1 — 8)Qr+k, 


(1 7 S)Gr+k ， 
ok = tk 5.8.2 
1 一 $ 志 5 十 起 十 ] laah ( ) 
rt+hk 
一 84e4+k 
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F (5.8.1) 可 改写 成 
l—s 


1 sae, Ceri 一 5)Ga4h + ei V Pe+k]- 
r+ 


Y= 
中 十 3 1 — sq 


X H (5.7.2), 
berigz+tk = (AV + TR)(l + i) — k41 V Poth, 
实 任 准备 金 可 表示 成 


gis 


kts V = [((1—s)(gV +e) (+ + p41 V Pr4kl. (5.8.4) 


l 一 sqrtk 

在 实践 中 广泛 使 用 这 个 公式 的 一 个 简单 近似 , 学 出 它 的 一 种 方 
式 是 在 (5.8.4) H SE t 5 Gr+k AB SER “4h, 以 至 l+, Pr+k, ys, ] 一 
Sda+tk 都 近似 于 l, 于 是 


pov = (1 一 sV + Tkl + SkY. (5.8.5) 


TAT BES TE MDEE ERE V 十 x SKA pV 
的 线性 插值 。 另 一 种 看 待 这 个 近似 的 方式 是 作为 期 末 责 任 准 各 人 金 
插值 

(1 一 SKY 十 Ska 
与 A Bit + k (unearned net premium)(1 一 sj)x ZM. — f 
来 说 ， 未 经 过 兆 保 费 等 于 ， 该 年 度 净 保 费 滋 以 该 年 度 未 经 过 时 间 
(在 一 年 中 所 占 比 例 } 。 

对 于 年 缴 一 次 保费 ,保费 已 付 到 该 年 度 末 ， 在 时 间 s, 未 经 过 
RELA (1 一 sx 。 未 经 过 净 保费 概念 也 将 被 用 来 讨论 保费 收 
KH BIAS HER St 

找 们 只 考虑 真正 半年 缴 一 次 保费 情形 ， 受 益 仍 在 死亡 年 未 赔 
ft. MO<s<1/2,4 


2 l—s 2) J— 
gtsV = bepo i agerketa Hp Vv Si e Prtk+s 


"1 /2-sPatrk+ss (5.8.6) 
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其 中 r” 是 年 保费 。 
在 每 一 年 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 可 以 证 明 ，、 (5.8.6) 成 为 





|—s 

pha VP = i — {(1—s),¥M(d +4) + sk41 V  Da+k 

— rts 

r” 1/2 

+0 + (1 s) s(1 40)" iPetk]} 
(5.8.7) 
Ea TAWA 
l 

ppa VD S (1 — sy V + sp VO + (5 — s\n, (5.8.8) 


这 里 , 除了 期 末 责 任 准 备 金 插值 外 , 还 有 一 项 等 于 年 保费 ( 率 ) RK 
以 未 经 过 时 间 1/2 一 s 药 未 经 过 净 保 费 。 注 意 ， 年 度 NH 
费 每 次 付 mi/2, 包括 了 半年 的 净 保 费 ， 在 年 初 过 后 时 间 s(0 < 
s < 1/2), 未 经 过 时 间 的 比例 为 1- s/2 ,未 经 过 兆 保费 也 等 于 
(PDA — 8/2), 为 每 次 缴 付 的 净 保 费 乘 以 未 经 过 时 间 比 例 。 

对 1/2 < s < 1, 责任 准备 金 表 达 式 形式 与 (5.8.1) 相间 ， 接 
导出 (5.8.4) 的 类 似 步 骤 可 得 





gia 
kt V = 1 sa {(1 — S)EV OL + i) + skri V? Pern 


(2) 
HO- s)(1 HHE i 442 petal} 
它 可 近似 为 
kV D S (1 = VP + ppa VO + (1 — 8), (5.8.9) 


也 是 期 末 责 任 准 备 金 插值 加 上 上 时间 s 时 未 经 过 净 保 费 。 
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5.9 4h ARM RD He 


M (5.7.6) 式 可 以 看 出 ， 每 个 保单 年 度 的 净 保 费 可 和 分解 成 风 
险 兆 额 的 1 年 定期 保险 之 净 保 费 与 累积 责任 准备 金 的 情 苹 基金 之 
FAM. 后 章 并 无 死亡 风险 ， 因 此 可 以 设想 ， 保 险 亏 损 的 方差 可 
用 一 年 期 保险 的 有 关 方 差 来 表示 。 事 实 的 确 如 此 ， 附 带 还 得 出 计 
算 保险 亏损 方差 的 一 种 灵 便 方法 。 
对 $5.4 引入 的 一 般 完 全 离散 保险 ， 亏 损 L= oL 按 (5.44) 
可 表示 为 
L= beast 一 S TRU", (5.9.1) 
h=0 
其 中 五 是 (x) 的 整 值 剩余 寿命 。 这 里 ， 工 是 当 死 亡 发 生 在 保单 
年 度 五 十 1 时 该 保险 财务 结果 在 保单 生效 之 时 的 现 值 , 我 们 试图 
将 其 一 部 分 按 开 始 五 十 1 年 分 摊 , SERIE 85.7 中 的 第 二 种 分 析 ， 
为 此 引入 时 间 妨 时 由 保单 年 度 肯 十 1 分 摊 的 亏损 


0 K<h-1, l 
Åh = UBh+1 一 (,V + Th) K = h, (5.9.2) 
UntiV — (pV +m) K>h4l. 


ER An EKET KK. 第 一 种 情形 代表 保单 持 有 人 在 第 十 1 
年 之 前 死 掉 ， 第 二 种 情形 代表 第 及 -+1 年 里 死亡 ， 第 三 种 情形 则 
表示 至 少 活 到 第 疡 十 1 ER, 

根据 【5.7.2), 可 将 Ah 改写 成 


0 K<h-1, 
(Dh-1 —h+1 Viepesrh K=h, 

An = 4 = (bn41 aga Vu — (brpa ~pa V)vgeth 
一 (部 +I ati Vougesa 到 >A+L, 


= 0 — (br41 — h1 V Ueth 
(5.9.3) 
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El (bnti 一 AL Vjvqzth 是 风险 兆 额 bhyi 一 +1Y ERA +1 
的 一 年 期 保险 之 净 保 费 ， 我 们 看 到 ， Ap, 非 零 值 表示 的 亏损 与 一 
年 定期 保险 相 联系 ， 即 时 间 六 时 的 受益 现 值 减 去 净 旦 缴 保 费 。 这 
样 ， 从 【5.9.31 可 得 


ElAn = (bagi -h+ V) [Pr+hhPedaeth + (—1)¢rthhPePeth| = 0. 
(5.9.4) 


于 是 


E[(An)7] = of (Bn — np V) [Orth] pprqrth 
+(-1) (grh) hPzPr+h] 
= vw (bagi a+ VY hPePathir+h (5.9.5) 


根据 一 般 推理 , 总 亏损 应 等 于 每 个 保单 年 度 亏损 的 现 值 之 利 ， 


Var[Aa. 


[| 


El os 
L= 》 vAp. (5.9.6) 
h=0 
其 代数 推导 如 下 : 
Su" Ap = x vA, to® Ag + SE 
k= h=K+4+1 
K-1 
一 5 (vtl yV 一 oa V 一 vrp) 
h=U 
+(vK tbe — 0k eV — oN ax) +0 
K 
= ust lay 一 vp, = L, 
= 
FS ABA EAT FEE SY pa 


oe 
So vA, =U", L — uV k = 0,1,2,---, 
h=k 
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解 出 eb. 


CD 
pL = ohAkea tV k=0,1,2,.... (5.9.7) 
h=0 


如 对 大 及 天 十 了 利用 这 些 关 系 ， 可 得 


j-1 
rE = Sov" Apia + Ways 
i=) 
+V kV) k=0,1,---. (5.9.8) 


从 (5.9.4) 及 (5.9.6), 可 确认 至 iD] = 0, 以 下 Hattendorf 的 结果 
提供 了 计算 上 的 方差 的 一 种 方法 ， 其 意义 在 于 ， 上 的 方才 可 鬼 
各 保险 年 度 分 摊 。 
定理 5.9.1(Hattendorf): 按 以 上 所 定义 ， 有 
(1) Cov|[An, Aj] = 0 h of 3 
(2) Var[ L} = > v2hVar[An]. 
=0 


WEAR: 由 (5.9.4), E[Ap] = 0, 所 以 Cov[An, Ay] = E[AnAj] 
RRR, Bg <A, A, FO RRA RK SOAS 7 +1, 从 而 
Ai REM w+1IY 一 (TY + n), 于 是 


五 [ApAi = [vj41¥ — GV +a) E[An] = 0, 


定理 中 第 (1) 部 分 得 征 。 

至 于 第 (2) 部 分 ， 由 (D 及 式 56.9.6), 可 知 王 的 方差 等 于 所 
有 Ar 的 方差 之 和 。 

An h =0,1,--- 是 非 独 立 但 不 相关 随机 变量 ,这 使 得 上 的 方 
莽 可 按 各 保单 年 度 分 摊 。 

由 定理 3.9.1 也 可 得 出 一 个 计算 上 方差 的 公式 | 参见 (5.4.4)| 。 
HE ZE rtk AMR, MRR mh = kV 十 Tk, BES 
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的 保费 为 Ti 一 Whihyit 一 1,2,- "" 4 a Sit be = Ors hy ia thE aE 
nV! = ppa V, AMA SEE A, 与 L'h = 1,2,---. H (5.4.4), 


J 
gL = bkit t È Tepat” 
h=0 
J 
一 byt 一 S mut =L HV, 
h=0 

再 根据 (7.9.5)， 

Varki] = Var 一 v?" Var! Aj |, 


A=D 


ox 

2h rz ry2 
HT) hPrtkPetkthle+k+h 
h=0 


Cm 
> ve ele {brth+i 一 peRR 
h=0 

(5.9.9) 


ARS AKWRBAKAR+A+ 1 FERE AAN FRE 
5 iy 2 
为 导出 Varki] 与 Vark t] 的 关系 ， 先 将 (5.9.9) 写成 


和 1 
VarL] = Su apes elt” (betas 一 eph—-1V)PeththGe—k+h!} 
h=0 


Cx 
+ Sou aprile” (berthi -kth V) Pep kthderk+hl- 
h=j 


在 第 二 个 和 式 中 将 求 和 变量 AKA I+ 7, 该 和 式 成 为 


ox 

25 2i talib. 2 

U7 Derk > O” Der k+jl0" (keg tie 1— key Hei) Pathe jeldetetjtel 
1=0 
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与 (5.9.9) 比较 后 可 知 以 上 和 式 等 于 Varka 如 ,于 是 


jel 
Var|, L] = S v" Deg [VT (Of —k+h+l VY po kre hh) 

A=0 

+0) (pein Varjk4; L]. (5.9.10) 


正如 定理 5.9.1 中 Varl] ML = 3 ota, 导出 一 样 ， VarleZ] 
A=0 


的 表达 式 也 可 直接 从 (5.9.7) 与 (5.9.8) 导出 ， 

BY 5.9.1: EA 5.4.3 中 的 被 保险 人 生存 到 第 二 个 保单 年 度 
ARs fer it 

(1) VarlzLi( 直 接 计 算 ) 。 (2) VarfzL|( 用 Hattendorf ¢ 





(3) Var|3 工 | 。 (4) VarlaL| 。 
解 : (1) 直接 计算 ， 将 所 需 值 列表 如 下 ， 
结局 Fh ARRAI 
j WL jPszqs2+j = dsa+;/is2 7 =0,1,2 
3ps2 = tng /lss j3=3,4,--- 
J 936.84 O.0069724 
I 17.25 0.0075227 
2 321.04 0.0081 170 
~ 3 -18.58 D0.9773879 
其 中 


+] 
0 — 6.556924; j= 3,4,.... 


| 1000w — 6.556926—— 7 =0,1,2, 
J 一 一 
于 是 f/f] = 1.64, 

Var] = El(25)"] — (E[2L£])? 
17717.82 — (1.64)? = 17715.1. 


(2) 应 用 Hattendorf 定理 ， 可 利用 例 5.4.3 中 责任 准备 金 计 
算 与 1 年 期 保险 相 联系 的 亏损 方差 : 


H 
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$$$ aos OL Veen Loew iL 
h G52+h T {1000 一 10002+A+1 Vrom) Ps52+-hGo2+h 


0 00.0069724 6140.842 

1  0.0075755 6674.910 

2 0.0082364 7269.991 
干 是 由 (3.9.9)， 


VarlaL] = 6140.842 + (1.06)™ x 6674.910ps2 
十 (1.06) + x 7269.9912ps2 = 17715.1. 


值得 注意 ， 标 准 差 为 V17751.1 = 133.1, APRESS, 
是 责任 准备 金 EloL] = 1.69 的 80 $. 
(3) WHER] (5.9.9) 可 算出 


Varla L] = 6674.910 + (1.06)~? x 7269.991ps3 = 13096.2. 


(4) 同样 
Varla L] = 7269.991. 


例 5.9.2: 考虑 由 例 5.4.3 UEH 5.9.1 讨论 的 保单 1500 份 所 
攀 成 的 业务 ， 所 有 保单 的 年 保费 即将 缴 付 ， 其 中 750 份 保 单 已 村 
污 2 年 ， 500 份 已 持续 3 年 ，250 份 已 持续 4 年， 每 一 组 艾 平 
均 分 为 面额 1000 与 3000 两 种 。 

(1} 计算 责任 准备 金 总 额 。 

(2) 在 独立 性 假定 下 计算 前 瞻 气 损 的 方差 ， 并 按 正 态 分 布 计 
算 ， 保 险 人 能 以 概率 0 .95 履行 这 宗 业 务 的 未 来 责任 所 必须 的 金 
i 

SVPSSR OPRAH -H-MRRHRKRH SMA, HR 
正 态 分 布 计 算 ， 能 使 保险 人 以 概率 0.95 履行 一 年 期 责任 所 必须 增 
ME RLESS AMPH SW. 

(4) 在 每 组 保单 增加 100 们 的 情况 下 重 做 (2) 与 (3) 。 
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解 : 11) 没 Z 是 这 1500 HRB SI, A 5.4.3 的 结 
东 可 得 责任 准备 金 总 


E[Z) = (375 x 14375 x 3) x 1.64 + (250 x 1 +250 x 3) x 1.73 
+(125 x 1 +125 x 3) x 1.21 
= 4795. 


(2) 根据 例 5.9.1, 有 


Var[Z] 


| 


(375 x 14375 x 9) x 17715.1 

+ (250 x 1 + 250 x 9) x 13096.2 
+ {125 x 1+ 125 x 9) x 7270 

= 1.0825962 x 108. 


同时 ， az 一 10404.8, 
由 


£ 一 4795 c—4795 


0.05 = P = P 
3 = Pr|Z > d] = Pr 10404.8 ~ 104048 








HEERA, 
c — 4795 _ L645 
104048 9°? 
或 
c = 21911, 


即 为 所 必须 金额 ， 它 是 责任 准备 金 总 额 EJZ] 的 4.6 fF, 

(3) 这 里 只 考虑 下 一 年 的 风险 ， 对 每 一 保单 ， 考虑 与 风险 兆 
A — ARMM RW SHAH, BZ, ERE REENA 
Al, W EZ] = 0, 


- 192 - 


KA 5.9.1 第 (2) 部 分 表 中 的 值 ， 可 知道 这 些 一 年 期 保险 前 
亏损 方才 ， 于 是 


Var[Z;] = (375 x 14375 x 9) x 6140.8 
+ (250 x 1+ 250 x 9) x 6674.9 
+(125 x 1 +125 x 9) x 7270 


— 4.880275 x 10°. 


同时 oz, = 6985.9. 
fo 是 所 求 的 增加 到 责任 准备 金 益 客 中 去 的 金额 ， 则 
Z-0 | 1-0 
7 | 6985.9 ~ 6985.9|’ 





0.05 = Pr(21 >a) =P 


按 正 态 分 布 得 


cl = 1.645 x 6985.9 = 11492, 
它 十 责任 准备 金 总 额 4795 的 24 人 入。 
(4) 此 时 ， E[Z] = 479500, Var[Z} = 1.0825962 x 10", 以 
概率 0.95 保证 展 行 未 来 责 生 所 必须 金额 c 为 


479500 + 1.645+/ 1.0825962 x 101° = 650659, 


它 是 责任 准备 金 总 额 EZ] 的 136 倍 。 

Var[21] 现在 是 4.088275 x 10°, 以 概率 0.95 保证 保险 人 懂行 
下 一 年 启 责 任 所 需 增 加 到 责任 准备 金 总 额 中 去 的 金额 为 1.645 x 
V4.880275 x 10° = 114918, 是 责任 准备 金 总 额 的 24% 。 


85.10 ”完全 连续 责任 准备 金 微分 方程 


这 一 节 的 结果 与 $5.7 完全 离散 责任 准备 金 递 归公 式 平行 。 考 
È (xz) 完全 连续 的 一 般 保险 ! 时 间 + 死亡 即刻 赔付 受 人 组 Oe, 年 多 
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费 (年率 jz 人 0 。 这样 ， 在 时 间 区 间 (tt 十 di) 内 缴 付 的 保费 
为 mdt, 在 持续 时 间 t 的 责任 准备 金 :WV 由 以 下 公式 给 出 : 


o Oo oc 
v= | betet” sPertttertesds — | Nts V” sPryids. (5.10.1) 
AREH, ERTER u= t+ s, 得 


_ Cx 
iV 一 | (buftetn 一 Tye) padu. (5.10.2) 


"oOo 


d et 
pt iP att = J exp|— / jy dy| = Hrttu—thrtt 
可 得 eV 的 导数 为 
a 
dt 
其 中 了 表示 {5.10.2) 中 的 积分 ， 等 于 V, 所 以 
av 
di 
RE, REER ENS LRH: 年 保费 ， 按 利息 及 生存 
因素 的 增长 率 ， 赔 付 受 益 率 支出 ( 减 项 ) 。 与 (5.7.4) 相应 的 公式 
Al 


= —(biptrge — Tt) + 62 + posed, 


= N + (ó 十 Het)tV 一 和 让 和 (5.10.3) 


=e p dV 
Te ti Vo +: V Hrst = Hett + <r 


这 个 关系 将 进项 率 与 受益 支出 率 及 责任 准备 金 增长 率 相 平衡 。 
如 果 责 任 准备 金 被 当 作 储蓄 基金 ， 可 用 来 抵 销 死亡 受益 ， 那 
AA 


(5.10.4) 


一 = di V 
Ty F V= (h 一 站 V ust 十 a (5.10.5) 


这 里， 进项 率 只 涉及 保费 和 责任 准备 金 的 利息 ， 与 风险 净 额 受苦 
支出 率 及 责任 准备 金 寺 长 率 平衡 ， 
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85.11 ”用 计算 基数 表示 的 责任 准备 金 公式 


在 前 几 节 中 ,前 瞻 公 式 将 责任 准备 金 用 未 来 受益 及 未 来 保费 
的 精算 现 值 来 表示 ， 后 顾 公 式 则 将 责任 准备 金 用 过 去 保费 的 精算 
积累 值 及 受益 成 本 积累 值 来 表示 。 在 第 二 、 三 章 中 ， 给 出 了 这 些 
保险 与 年 金 值 以 计算 基数 表示 的 表达 成 ， 因 而 ,很 容易 号 出 以 计 
算 基 数 表 示 的 责任 蕉 备 金 公式 。 表 lld 列 出 了 半 连 续 情 形 的 责 
任 淮 备 金 公式 ， 其 中 为 简单 起 见 ， 保 费 未 用 计算 基数 表示 ， 类 似 
的 公式 也 可 对 完全 连续 及 各 种 离散 情况 瑟 出 ， 


囊 5.11.1 半 连 续 兆 保费 责任 准备 金 
【保单 生效 年 龄 x, 持续 时 间 k, BRM) 
种 类 责任 准备 47 (分 母 都 是 万 -4 
铭记 号 Fis WAS ZS 





ae Et A -一 — — 
寿 保险 eV (Ar) M otk — P( Az) No+k 
np E si, Mase — Mein — PIA Hm)N,G 
p Azz m+ r+ germ eit *eth 
期 保险 Meal Wap) 
ne A ViA. Mark ~ Main + Deta- 
全 保险 mT P(A) Naik — Nota) 
hF S — — 
费 终身 IVA) Math =r PAs) (Natr — Neth) RR 
hF $ Wu _ 
Anite r Math 一 Mtn + Pota 
期 两 爹 (a) rh P(Aam) (Nate — Noth) <A 
保险 Math — Mein + Dotan Ako 
nn 年 生 
Fi Vos Dts P z (Notk -> Nz+n} 
$ 5.11.1: 


(1) i (45) 发 行 的 一 种 递减 定期 保险 ， 在 第 1 年 死亡 即刻 赔 
fT 100000 , 以 后 每 年 递减 5000, 直至 20 ES, HER aA 
命 表 并 按 利率 OA 计算 净 均 街 年 缴 保 费 ， 同 时 计算 第 1,2,3 年 末 
的 净 怀 发 责任 准备 金 。 
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种 类 责任 准备 OF (分 母 都 是 Dost) 
金 记 号 后 顾 公 式 

ane eV{Az) P(A (Na — Nape) — (Mz — Mee) 

vie eV (Agim) P(A ) {Ns — Note) — (My — Mare) 


pean eV (Agia) P( Ag, al N= 一 一 Notk) (Ma 一 Mate) 
hee ae _ ,P(Az\( Ne 一 Ne+k) = (Ms = Mark), 
费 终身 EV{AS) k<h 

寿险 FAST AB 2 hk > A 

ames nP( Agim (Nz 一 Nape) 一 (Ma — Mert), 
RNE bV) RCA 

iy Ce tel 

EE ADRAC 

ct Via Pla (Nz = Neti] 


(2) 在 缴费 期 为 15 ET BK (1) 。 
i: (1) 净 均 衡 保 费 为 


100000 Af 45 — 5000( Ras — Res) spog? 20Mas — (Ras — Res) 
Nas — Nes b Nas — Nes 
= 391.577. 


用 Fackler 责任 准备 金 积累 公式 (见习 题 19), 第 1 年 年 末 的 
责任 准备 金 为 





l+? 1 qas 
FT 一 上 一 
= (0 o) Pas * 8 pas 
Dar 1 Cas 
391.5772 — 100000-—2. = 
5 Da 0 OS Dae 3.591. 
2 RN MEER SH 
Dae 2 Cag 
3.551 + 391.577} —— ~ 95006- —— 一 一 3.199 
( ae ó Daz 
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第 3 年 年 末 的 责任 准备 金 为 
(—3.199 + 391. 577) 90000 Č = —20.473. 
Dag § Das 
此 后 责任 准备 金 始 终 保 持 非 止 ， 直至 期 满 。 
(2) 此 时 ， 兆 保费 为 
i 20M45—{ R46- Res) 
p000 te) -- 455.221. 
ó Nas — Neo 
第 1,2,3 年 末 的 责任 准备 金 分 别 为 71.281, 136.664, 196.255 。 现 
在 ， 责 任 准备 金 始终 非 负 。 
当 未 来 受益 的 精算 现 值 小 于 净 保 费 的 精算 现 值 时 ， 会 出 现 负 
的 净 保 费 责任 准备 金 ， 这 种 场合 引起 被 保险 人 竹 止 保险 而 使 保险 
人 蒙受 亏空 。 从 例 5.11.1 看 出 ， 缴 费 期 与 保险 期 限 相 同 的 递减 保 
险 会 产生 负 的 兆 保 费 责 任 淮 备 金 ， 而 返 当 缩短 缴费 期 则 可 以 使 页 
任 准 备 金 增 加 到 非 负 求 平 。 从 后 硕 观 点 看 ， 负 责 尾 准备 金 源 于 过 
去 的 保费 精算 积累 值 低 于 以 御 受 次 精算 积累 值 的 情形 ， 缩 给 每 费 
期 从 而 提高 净 年 笋 保费 可 改变 这 种 状况 。 


习 M 

05.2 

1, 对 于 (2) 的 完全 连续 1 单位 ni 年 期 两 全 你 险 ，z 上 为 经 过 
持续 时 间 寺 时 的 前 瞻 亏 损 ， 验 证 
“A ~ (Avex) 

(Etem) 

2. (2) 的 至 缴 保 费 每 年 1 单位 连续 定期 年 金 ， 在 时 间 t 的 前 

瞻 专 损 为 


Var| 2] = 


L= üy Q<U <n -t, 
a— {>t 
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计算 ELL] 及 Var[eL] . 

3. 5 ATIE A: 

(1) 10V (Ass:56) 

(2) (45) HE SIRA 1 单位 10 年 定期 保险 在 第 5 年 末 的 责 
4 HE ah 

65.3 

4. 写 出 BV (Ago) 的 4 个 公式 。 

5. 写 出 oV (Aom) 的 了 个 公式 。 

6. 给 出 20VY{solass) 的 后 顾 公式 。 

T. 8 O<t<m, 证明 

(1) PA, ma) = PAm) + Primm 

{2) V(A Amin) = iV (Alm) +e V, am V (A, aaa): 

8. 指出 等 式 





— — 一 ! tra Pr Asa a 
10V (Azo) = Agog, + s Eao1lsV (Aso) —20 P( Aso) 49.3 


与 85.3 中 哪个 公式 相 联 系 ， 并 给 出 解释 。 
85.4 
9. 写 出 Vig 的 四 个 公式 。 
10. 写 出 Vom METAR, 
11. 3f 0 < k < m, 证明 


l 1 
Veta kh Vem +h Vm mia 


12. 4k < n/2 时 ， gVew = 1/64e5 +ü, agah = 
gtk kj 计算 kV kn ° 

85.5 

13. 根据 附录 生命 表 及 利率 6A, 计算 下 表 所 列 责任 准备 金 
{参见 例 4.3.4) 。 


20 
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1e V (Asz) wV (Asna | 10V as. 
tu ¥ (Aas } 14 ¥ (Ags ) 10 Vas 
一 - —] owl 








14. 在 每 一 年 中 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 以 下 等 式 哪 些 是 正 


确 的 ? 
(1) k kV (Aam) — Sh Vem. 
(2) .V(A,z) = Fk Vg 
(3) V (Arm) = fVin 


15. 在 每 一 年 中 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 ， 证 明 


-{4) 
5 Voz 5 5 M3050 _ Aso: 
204%) —20 Vag Asi 
16. 以 下 公式 中 哪些 是 BVA” 的 正确 公式 ? 
(1) (Pas — Pi ëi (2) Pag Sior —15 kao 
alm} 
(3) i- as] Ass. (4) 1~ ity. 
65.6 
17. 以 下 公式 中 哪些 昆 is VH Ag0) 的 正确 公 





(1) tsV (Ago). (2) [Pit (Ass) — PUP (Ago) age? 
(3) [P(Ass) — P(Aso)Jiss. (4) [1 — PA) Ass, 

(5) I - Ess, (6} PlAa 0)340.15 一 15 Kao. 

18. wh HH 

(1) Pimi(A Arm) = n PITH Ap) + (1 a Arn PO 


(2) VO" CAs) =p VEAL) + (1 Aren) V a. 
85.7 


+ £99 - 


19. iE“ A+ 1 BHA A (5.7.2) TER 


nt1VY = (nV HTA) — bpp Z 
Path Perth. 


并 给 出 解释 。 这 个 公式 称 为 Fackler FHA SRE AR ; 
20. 对 (x) 的 1 Aeg ARR, GEO 
k—1 
(1) Ve = 5 Bomen 





k—-h Esth 
A=0 
(2) pV = > [Pe — ogent l npr Vol + 2)8-? 
HSM SC SIR. 


21. 如 bia = pV, oV =0,m =7,h=0,1,---,k—1, iE 
BR RV = Tir a 

提示 : HY (5.7.6) 

22. {Fe Eit On = Go, m=], Aa’ =n = OR A 
年 期 保险 ， T FE ET AE AR HE HA 


(2) v = aoe 一 Oh hes n—k| RQ enh 
(提示 : BEBE UE a aR HY (5.7.2) 
65.8 


23. A (5.8.1) 出 发 ， 建立 
sPetkktsY + 2 det kb = {1 +i {EV + Th) O<s< 1, 
按 一 般 性 推 埋 解释 这 个 结果， 
24. WEL Pa, HhO<cre lfm. 
(1) 
m | Pes! h rim j rt 
kamny V S 人 -一 一 mm Fr yen 
Tr. Tr 


l 
十 (一 — 站 Pt 
m 


+ 200 ， 


(2) 
TFL Txt h i TFL 
kt(him)trV iO S (1 -=T r) pV i 


+ (Zar) event + (5 -r) p 
m Trt 


25. 对 下 列 责任 准备 金 ， 导 出 与 (5.8.5), (5.8.8), (5.8.9) 中 某 
些 式 子 类 似 的 公式 。 


{1) 204 V (å, 而 小 (2) zon VY (A, 本 小 
(3) pV? (A, m) (4) 202 ve (A, a} 
(5) 205 1 yi HAT :40| (6) 202 yi HA, T 


26. 根据 示例 生命 表 以 及 利率 6%, R yi VHA) 的 近似 


{Eo 
27. 证 明 (5.8.4) 可 写成 
1 一 3 1 


l — 8 _ 
GV 十 TI 人 IEL 十 让 +0 - TY 


hte V¥ 一 
l 一 SQx+k — Sde 


85.9 
28. 对 {z) 的 保 额 为 1 的 完全 离散 终身 大 寿 保 险 ， 证 明 


1) Var[L] = E (EH )P v9), pepe hgz+ 
h=0 
"atkthti 2 2(A41) 
(2) Var le] = 一 > j y APst+khPaetkthGetkth: 
一 个 


29. 对 于 每 年 1 单位 的 期 初生 存 年 全 考虑 亏损 


L= K =0,1,2,:--, 


(并 lr 


在 时 间 h HFE A HERE Si 


() A<AR-1 
An = $ —(Geth —1) = —UPr+hür+h+l K =h, 
Ge 二 Ri 一 (Gath 一 1) 一 UGr+hnGrth+1 KPA). 
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(1) BRA, 的 公式 。 


(2) 证 明 

D L= Y vag. D Efa] = 0. 
h=0 

E VarlAg] =? “(a Grape)’ APoPrthGath- 

30. 


(1) 对 于 例 5.7.2 的 保险 ， 建 立 式 


n—! 
VarlL| = > vt) DeDathIath: 
h=0 


(2) it § = 0.05, n = 20, Hopi = 0.01,¢ > 0, 计算 (1) 中 保险 
的 Var[Z] fA. 


31. 对 于 25 岁 人 缴费 期 限 20 年 的 单位 保 额 终身 人 寿 保 险 ， 
根据 示例 生命 表 以 及 利率 6% HA: 


(1) 20 Pas. (2) 19 Vas. (3) 20 Vs. 
(4) Var[zo£]. (5) Varhs L] (#852 5.8.1). 
$5.10 
32. 解释 以 下 微分 方程 : 
(1) “AV = m + (8 + Mette V 一 bits. 
(2) ZV = Tet GeV — (bi -i V) pena. 
33. a b= V oV =0B mEn, t > 0, 证明 tV = 73; 。 
34, 3K sii t V(A Az) |Pe} 。 
65.11 


35. 一 种 向 (30) RAT AJETE A tHE A 65 Soo Ae 
期 保险 ， 其 受益 如 下 表 所 示 : 


过 


一 一 m 
CE.: 30-50 50-55 55-60 60-65 
前 : 100000 980000 80000 60000 








A 


* 202 - 


用 计算 基数 写 出 以 下 公式 : 

(1) 半年 缴 一 次 的 净 比 例 年 保费 。 

(2) 在 以 上 (1) 的 情况 下 在 30 年 未 的 责任 准备 金 。 

36. 一 种 (35) MRR RAM, 在 活 到 65 岁 时 提供 100000, 
在 65 岁 之 前 死亡 时 于 死记 年 未 上 归还 不 售 利 息 的 净重 缴 保 费 。 设 
PESEN S, 用 计算 基数 与 出 

(D) S 的 公式 。 

(2 大 年末 责任 准备 金 的 前 上 脐 公 式 。 

(3) 年 未 责任 准备 金 的 后 顾 公 式 。 

37. M P =a PO) (Ajo ae) 以 及 计算 基数 ， 写 出 以 下 责任 准 
& Sh WMA AS RAK. 

(1) (BV? Aoz) (2) BV 9?) (Ago.35)). 

SR TT 

38. 设 nvz = 0.080, pz = 0.024, p $ = 0.2, +H pla o 

39. i 19 Vas = 0.150, 20Y35 = 0.354, 计算 Vis. 

40. RHP] (25) 签发 的 终身 寿险 在 死亡 年 末 支 付 1 单位 受 
at, RTE ERY B65 岁 为 止 , 前 10 年 的 净 保 费 为 pos, 接 下 去 
30 年 增加 到 一 个 新 的 均衡 年 保费 水 平 。 

(1) 计算 从 35 岁 到 64 岁 应 粕 兆 年 保费 ， 

(2) 计算 第 10 年 的 期 未 责任 准备 金 。 

(3) 在 10 年 末 ， 保 单 持 有 人 可 选择 继续 按 净 保费 pas ST 2 
65 > Aik, 同时 35 岁 之 后 的 死亡 受益 额 降 为 BL Ue. 

(4) 如 果 行 使 了 第 (3) 小 题 的 选择 权 ， 计 算 第 12 年 的 期 末 责 
性 准备 金 。 

41. 用 (5.10.3) 写 出 表达 式 : 

(1) (petV) (2) (vy) (3) (utprtV) 并 解释 
fi 

42. 在 每 年 死亡 的 Balducci 假设 下 ， 证 明 与 (5.8.1) 相当 的 
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公式 为 
kts V =w *[(1 HAV + me) +4) + spp]. 


43. Bf é = 0.05, gz = 0.05, 每 一 年 死亡 均 名 分布， 计算 
(DOI aa VAa 
44. * 根据 每 一 年 死亡 均匀 分 布 假设 以 及 在 真正 半年 缴 -- 次 
的 你 费 场 合 的 下 殉 责 任 准 备 金 演变 方程 
(2) 


r” 
， VO +E) (1 +4) + EW Ezber, i)? 





一 yë ) + Gat kOk+1 


由 (5.8.7) 得 出 (5.8.6) 。 
45. * 证 明 


Oo ee po 
| (y" a PAS) ) pour qidt 一 | [1 一 eV AS) vps ps rdt 


并 解释 这 个 结果 ， 
46. x* TF 


Jf 
bes pay tl -K 一 辣 ， Tkyh U” O< J/<m-l 
h=0 


kmt — m—l 


ktm vu™ 一 一 >». Tapp J 之 wh, 
h=0 


HT A=0,1,---,m— 1, 
0 J<h-1 
Apth = 人 Ubetht1— (ethV + mith) J=R 
Ukhti Y — (kikV + Tkhk) J>R+1, 
证 明 
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m— |. 
(1) km = 2, uv” Abih. 


— 
—_— 


7 一 上 
(2) Vark mi] = 并 v7? Var{Ag+al- 
h=0 


47. 按照 例 544 中 被 保险 人 人 活 到 第 2 个 保单 年 度 末 ， 重 做 
例 5.9.1 , | 

48. 按照 例 5.4.4 及 习题 47 所 措 述 与 讨论 的 那 种 保单 1500 
i Eat 5.9.2., 

49. 在 习题 48 中 ,对 于 活 到 第 4 个 保单 年 度 末 的 被 保险 人 ， 
有 关 支 和 付 的 额度 与 时 间 并 不 存在 不 确定 性 。 对 于 持续 到 时 间 2 及 
3 的 被 保险 人 ， 重 做 习题 48 。 

50. 如 果 

(1) 按 完 全 连续 基础 ， 

(2) 按 完全 离散 基础 ， 

表 5.11.1 的 第 5 行 应 作 何 种 改变 ? 

51， 对 于 向 (30) 签发 的 以 比例 净 保 费 按 年 缴 付 的 10000 元 
普通 寿险 ， 用 保费 及 期 末 责 任 准 备 金 符号 写 出 第 11 个 保单 年 度 
的 年 中 时 的 净 保 费 资 任 准 备 金 公式 。 

52. 某 种 3 年 期 两 全 保单 面额 为 3, 死亡 受益 在 死亡 年 末 支 
人 村， 用 平衡 原理 决定 的 净 年 绽 保 费 为 0.94, 按照 利率 207% 产生 的 
责任 准备 金 如 下 : 


PRR REMAS 


1 0.66 

2 1.56 

3 3.00 
计算 
(qe. 的 gens 


(3) 保单 签发 时 亏损 o 的 方差。 
(4) 第 1 年 度 末 (未 来 ) 亏损 1 上 的 方差。 
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第 六 章 EEEN eh BY 


s61 4] = 


第 一 至 第 五 章 建立 的 理论 ， BRAS wer. Ble ARE 
的 受益 分 析 。 在 这 一 党 中 ， 我 们 将 这 一 理论 推广 到 涉及 多 个 生命 
的 受益 分 析 , 其 应 用 在 退休 人 金 计划 中 常见 的 是 连 生 一 最 后 生存 者 
年 金 的 选择 权 。 参 加 者 可 选择 将 在 他 活着 时 提供 支 付 的 特定 的 支 
付 额 改变 为 只 要 参加 省 及 其 受益 人 有 一 人 活着 时 就 提供 支付 的 较 
低 的 支付 额 。 

多 重生 命 精 人 算计 算 的 应 用 极为 第 见 . 例 如 在 财产 及 赠与 税 中 ， 
来 自信 托 财 产 的 授 资 收益 下 能 向 一 组 继 孙 大 支付 ， 只 要 其 中 至 少 
有 一 大 还 活着 。 在 最 后 一 个 死亡 之 后 ， 信 托 财产 的 本 念 指 赠 给 - 
RAS. RP RRA PR RSA MTU ARAB it 
算 决 定 。 有 些 家 庭 保 单 的 受益 因 被 保险 人 及 其 配偶 的 死亡 顺序 不 
同 而 有 差异 ， 有 些 根据 连 生 基础 的 保单 为 财产 计划 提供 现金 。 

这 一 章 将 限于 讨论 两 个 生命 的 情况 ， 着 重 于 基本 受益 并 应 用 
第 一 至 第 三 章 的 概念 与 方法 ， 不 讨论 年 保费 、 责 任 准 备 金 或 其 他 
与 两 重生 命 组 合 有 关 的 问题 ， 这 些 论题 将 在 第 十 二 章 讨论 ， 

一 个 应 用 于 多 个 生命 的 有 效 抽象 是 状况 (status) 的 概念 ， 某 
种 状况 或 者 存在 ， 或 者 消亡 。%w 岁 的 单个 生命 可 定义 一 种 (r)i 
着 的 状况 ， 其 剩余 寿命 Tle) 则 是 该 状况 存在 所 持续 的 时 间 ， 也 
BE A HRA BCMA AT. FS 而 则 表示 恰好 存在 年 
并 随后 消亡 的 确定 性 状况 。 涉 及 凶 个 生命 时 ， 可 按 不 同方 式 定 义 
省 种 各 样 更 复杂 的 状况 ， 辟 如， 可 以 基 所 有 成 员 痢 活着 的 状况 ， 
也 可 以 是 至 少 一 个 成 员 活 着 的 状况 ， 等 等 。 
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在 状况 及 其 存在 被 定义 后 ， 我 们 可 应 用 于 建立 年 金 与 保险 的 
模型 。 年 金 在 状况 存在 的 条 件 下 提供 支付 ， 而 保险 则 在 状况 消 世 
时 提供 支付 。 保险 还 可 以 限于 这 样 一 种 场合 ， 支 付 只 有 当 有 关 个 
大 按 某 种 顺序 死亡 时 才 提 供 。 


66.2 H AAR 


当 所 有 成 员 活着 时 存在 ， 而 当 其 中 有 一 个 死去 时 消亡 的 状况 
称 为 连 生 状况 (joint-life status), EERO (2182 Sm), 
其 中 m ERRU n 代表 成 员 i 的 (现在 ) 年 龄 。 第 一 至 第 三 
章 引 入 的 符号 仍 将 继续 使 用 ， 只 不 过 单个 年 龄 的 下 标 现 在 改 为 多 
AEM, TAA, Axyytpzy 对 连 生 状况 (cy) HARA Ac tps X 
单个 生命 (x) AS MGI: Pry 是 连 生 状况 (zy) ELFE tE 
的 概率 ， 4。 是 对 状况 (cy) 的 1 单位 终身 保险 [ 即 状况 (cy) 消 
廊 的 年 度 末 提供 一 单位 受益 | 的 兆 是 缴 保 费 。 


更 考察 状况 的 剩余 寿命 (消亡 时 间 ) 随机 变量 了 。 对 于 连 生 状 
i Tir2 Tn) (azo +--+ Lm)=min[T (21), PF (22), --- T £m), 
其 中 T(x) 是 单个 生命 {zi) 的 剩余 寿命 。 对 状况 的 剩余 大 他， 
81.2.2 至 41.6( 除 81.3.2 生命 表 实例 外 ) 的 有 关 概 念 及 关系 式 也 照 
样 适 用 ， 以 下 将 不 加 说 明了 予以 利用 。 


在 应 用 中 ， 一 般 并 无 连 生 状况 的 死亡 律 或 生命 表 可 以 直接 利 
用 ， 通 常 上 内 能 以 单个 生命 的 有 关 概 率 来 表示 连 生 状况 存在 误 消 七 
的 概率 。 现 实地 说 ， 连 生 保 险 或 年 金 所 包含 的 个 体 之 间 往 往 有 茶 
种 联系 ， 他 们 的 剩余 寿命 随机 变量 一 般 不 独立 。 然 而 ， 这 些 随机 
变量 如 何 相 恢 是 很 难 确定 的 ， 并 且 我 们 也 不 打算 去 试图 确定 。 因 
此 ， 以 下 将 采用 独立 性 假设 ， 即 成 员 组 中 个 体 的 剩余 洗 命 随机 变 
量 相 互 独立 。 


考虑 两 重生 俞 的 情形 : ro = g, = y, T = T(ey) 的 分 布 
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bk) BX Ay 
Fr = Pr(T <t) 
= Pr|min|T(x),T(y)}] < t 
= 1—Pr(T(z) >t B Tly) > fl. (6.2.1) 


根据 独立 性 
Pr(ét) = 1-— PrlT(z) > tPr[T(y) > T] 
= 1 一 tPatPys (6.2.2) 
BU, AA Marte, BAR (ay) 至 少 存在 到 时 间 志 的 概率 :pzy 
满足 
tPoy = tPetPy- (6.2.3) 
对 Fr KF RS, WRT 的 概率 密度 函数 
d 
frt) = zU —t PrtPy) 
一 (PotPy (peat + Hytt). (6.2.4) 


T=Ticy) 的 分 布 也 可 根据 有 关 生 命 的 死亡 效力 来 确定 ， 
为 此 ， 先 引入 在 时 间 志 状况 (cy) 消亡 效力 符号 ， 普 通 的 符号 为 
Hz+ia+b 但 为 便于 讨论 更 一 般 状 况 ， 我 们 将 使 用 符号 pwry(t) 。 与 
(1.2.12) 类 似 ， 


万 (on 人 
fing lt) = 6.2.9 
yf ) 1— Fr(ay) (t) ( ) 
由 了 (2),T(g) 独立 性 ， 可 从 (6.2.2) 及 (6.2.4) 得 出 
Hxylt) = Hatt + Hoytt. (6.2.6) 


换言之 ， 在 独立 性 假定 下 ， 连 生 状 况 的 消亡 效力 等 于 个 体 死 亡 效 
刀 之 和 。 与 第 -- 章 一 样 ， 了 [zy) 的 分 布 也 可 以 用 状况 (oy) 的 消 
亡 效 力 来 描述 。 


' 208 - 


连 生 状况 (zy) 在 时 间 关 与 天 十 1 之 间 消 亡 的 概率 为 


Pr(k<T<k+1) = Pr(T <k4+1)- Pr(T <k) 
= kPry — k+1Pry 一 kPryGetkyth: 
(6.2.7) 


这 里 ， 连 生 状 况 (x 十 尺 : y tk) 在 一 年 内 消亡 的 概率 可 月 个 体 死 
亡 概率 写成 


Getkhytk 一 1 一 Pr+k:ytk = ] — PrtkPytk 
= 1—(1-— gtk)(l — gy+k) 
= gtk 二 dyth ~ Getkdytk- (6.2.8) 


MK §1.2 三 中 对 (2) 的 整 值 剩 余 寿 命 的 讨论 可 知 ， (6.2.7) 也 
提供 了 状况 (cy) 在 消亡 前 经 历 的 整 年 数 随 机 变量 KK RS 
数 ， 即 对 让 二 0,1,2,.…: 


PrriK =k) = Pr(k<T<k+1)= Pr(k<T<kt+h) 


kPry]r+kytk 一 kl Gary: (6.2.9) 


66.3 ”最 后 生存 状况 
在 人 人 寿 保 险 中 ， 除 了 受益 时 间 为 一 组 成 员 中 第 1 个 死记 的 时 
闻 外 ， 也 有 受 蓝 时间 为 最 后 一 个 成 员 的 死亡 时 间 这 种 情况 ， 这 一 
PBS BB SLC A Ra Le E, 
当 一 组 成 员 中 至 少 有 一 人 活着 时 为 存在 ， 而 当 最 后 一 个 成 员 
死去 时 消亡 的 状况 称 为 最 后 生 丰 状况 (]ast-survivor status), 记 成 
(mit Emh 其 中 m 是 成 员 总 数 ， Zz; 是 成 员 守 的 年 龄 。 
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最 后 生存 状况 的 剩余 寿命 了 一 max[T(r1), 7 (72), ,T(zm)], 
攻 每 全 个 体 的 剩余 寿命 了 fai) 相互 独立 的 假设 下 ,对 2 个 生命 有 


Frit) = Pr(T <t) = Pr[max|T(2z),T(y)| < t] 


= PrTi st AH Ty) <H (6.3.1) 
= Pr[Tir) < PrlP(y) <t] = (1— spe) — Py) 
= l—Ppz— tPy 十 tPrtPy- (6.3.2) 
于 是 
(Pry = 地 z t thy — iPxtPy- (6.3.3) 


对 (6.3.2) FERS, TET STA) 的 概率 密度 函数 


frlt) = SI = p) p) 

(1 — tPx)tPy fly +t +(1- tPy Jipriiz+tt (6.3.4A) 

.= Palat + tPybyt+t — wWetPy (Hoye + byte): 
(6.3.4B) 


即使 Tie) 与 Ty) 并 不 独立 ,在 T(zxy), Tey), T(x), T ly) 
之 间 也 有 一 种 一 般 基 系 。 Tey) 或 等 于 T(x) 或 等 于 T), 而 
T(zy) 必 等 于 其 中 的 另 一 个 ， 因 此 总 成 立 


Try) + Tey) = T(x) + Ty). (6.3.54) 
XA 


Pr'T (zy) < t] = Pr[T (x) < t&kT(y) < t 
= PriT(z) < t] + Pr[T(y) < i] — Pr[T (£) < tBT(y) < t 


WR (6.3.1) 可 得 ， 


LT (ry) + 了 了 = Priz) tt) + ET (y) (2), (6.3.5B) 
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fr lt) 十 freamtt) 一 fr lt) + frot), (6.3.5C) 


‘Pay = thz 十 tPy — Poy» (6.3.5D) 
frip ht) = PaHe+t tt Pylty+t ~ tPayttzy(t). (6.3.5E) 
类 似 地 ， 最 后 生存 状况 (T7) 在 时 间 t NESA 
fri) 


Hzylt) = ] 一 Fra) 
由 (6.3.5D) 及 (6.3.5E) 可 得 


Pullert + tPyhytt — tPaylay(t) (6.3.6) 
(Px 十 iPr — Pey 


最 后 生存 状况 (zy) 的 整 值 剩余 者 命 K = K(ry) 的 概率 通 
数 可 从 以 下 根据 (6.3.5B) 得 出 的 关系 式 


Pr|K (ey) = k)+Pr[K(2y} = k] = Pr{K (z) = kH Pr[K(y) = k| 


Hay(t) = 


Sit, fk = 0,1,2,---, 
Pr|K (ZY) = k| = gpeGrtk + kPyly+k ~ kPayGethy+k- (6.3.7) 
对 于 独立 的 生命 ， 按 (6.2.3) 及 (6.2.7) 可 将 (6.3.7) 写成 
Pr(K(7¥) =k) = pPeGetk + kPyly+k 
“kPrkPy (Goeth + dytk 一 Go+hQy+H0-3.8) 


= (1— ppy)ePrdstk + (1 — kPe)kPyly+k 


FePakPyGc+k Gy+ks 


EPERRA 2SRCKEEN k SRI 之 间 的 概率 ， 第 
3 项 则 是 两 个 郁 死 在 该 年 度 内 的 概率 。 这 一 表达 式 与 连续 型 情形 
的 (6.3.4A) 类 似 ， 不 过 那里 相当 于 这 里 第 3 项 的 为 0 。 
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s64 ”概率 与 期 望 值 
这 一 节 将 利用 章 笛 节 得 出 的 公式 解决 有 关连 生 及 最 后 生存 番 
余 寿 命 的 概 认 问题 ， 并 导出 期 望 信 、 方差 以 及 协 方差 的 表达 式 。 
例 6.4.1: 设 (80) 与 (85) 的 剩余 寿命 独立 ， 给 出 以 下 概率 的 
表达 式 : 
(1) 第 1 个 死亡 发 生 在 未 来 5 年 后 10 年 前 。 
(2) 最 后 1 个 死亡 发 生 在 未 来 5 年 后 10 年 前 。 
解 : (1) et T =7(80: 85), 有 
Pr(5 < T < 10) = Pr(T > 5)}— Pr(T > 10) 
一 5 Ps0:85 一 10P80:85 = 5P805Ps85 一 10P8010P85- 
(2) 对 于 T = T(80 : 85), 用 (6.3.5D) 得 
Pr(5 << 10) = Pr(T > D) 一 Pr{T > 10) = Spatias — 10P80:B5 


=g Pao —10 Pao +5 Pes 一 10 Pas 一 {s pgo:85 —10 Da0:85 )- 


按 独 立 性 假定 ， 可 用 5psgo spss ft sPso-8s, 10280 10235 代 10P80:85. 


WEAR (u) 的 剩余 寿命 本 二 T(w), 81.5 有 关 (x) HA 
祭 寿 命 期 望 值 结果 也 同样 成 立 。 例 如 对 一 般 状 况 (wu), 从 (1.4.2) 
可 得 
e= ET (u) =j iPudt. (6.4.1) 
0 


如 (u) 是 连 生 状况 (cy), 则 
Ezy 二 | Paya | (6.4.2) 
对 最 后 生存 状况 ， 有 


上 TEI 
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由 (6.3.5D) 可 知 ， 


a oO a D 


MK (1.4.5) T K = K(u) 的 期 望 值 


Euy = 5 k Pu- 
k=1 
对 特殊 的 状况 (zy) 及 (77) 分 别 有 
Coy = k Pry, 
k=1 
czy = 2, kDay 
k=1 


由 (6.3.5D) 亦 可 知 ， 


(6.4.4) 


1.5 中 导出 的 方差 公式 ， 也 能 用 来 计算 任何 状况 (u) 的 剩余 


Tit REAM AA HAE, to 


ox 
Var[T'(zy)] = 2 | ttPrydt 一 (ery)?, 
0 


Varl (29)| = 2 f tepegdt — s). 
0 


71 FL AA EA dr BRR T(zy) 与 (EG) 的 协 方差 ， 我 们 从 


Cov |T (zy), T(zy}] = ElT(zy)T (xy) 一 EIT (zy) EIT (Ep) 


开始 。 根 据 得 出 (6.3.5A) 同样 的 理由 ， 


Tisy) (zy) = T(x)T(y). 
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于 是 ， 由 独立 性 ， 
E(T(zy)T (2y)| = ElT(2)T(y)| = E[T (=) EIT), 


从 而 
CovIT(zy), T(Z9)| =ecey — Ezy - (6.4.5) 
将 (6.4.4) 代入 (6.4.5) 可 得 
Cov|T (zy), T(zy)) = (ez 一 Cxy)(€y 一 Cay): (6.4.6) 


上 式 右 端 两 个 因子 都 非 负 ， 因 此 一 般 Tiry Try) 正 相 关 。 


§6.5 ”人 寿 保 险 与 生存 年 金 


人 寿 保险 与 生存 年 金 也 可 对 一 般 状 况 (4) 定义 ， 第 二 与 第 三 
草 中 的 模型 与 公式 可 应 用 于 状况 ， 只 要 将 那里 单个 生命 (x) 的 剩 
余 寿 命 分 布 改 为 状况 《tj 的 剩余 寿命 分 布 即 可 。 利用 $6.3 中 的 关 
系 式 ， 可 将 涉及 多 重生 命 状 况 的 精算 现 值 及 方差 等 表达 式 用 单 重 
Fit BR AK He AR 

Te ARO a RT 1 单位 金额 的 保险 ， 82.3 
的 结果 适用 。 于 是 对 于 状况 (u) 的 整 值 剩余 寿命 变量 K = K(u), 
受益 赔付 的 时 间 为 K +1, 在 保单 签发 时 的 现 值 为 2 = vti, 
RRR Au 为 


E[Z] = 人 ut] Pr(K =k), (6.5.1) 
k=0 
FIBA 
Var[Z] = Aa — (A,)?. (6.5.2) 


作为 说 明 ， 考 虑 在 (r) 与 (y) 最 后 1 个 死亡 的 年 末 赔 村 工 单 
位 的 保险 ， 根 据 ( 6 .2.7) 及 (6.5.1), 有 


Ox 
— k+1 
Axy 一 > v (Px Goths + key Gytk 一 kPrylztkiytk h 
k=O 
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eA) Be 6 与 26 计算 后 代入 (6.5.2) 可 算出 方差 。 
83.4 中 各 式 各 样 的 离散 年 金 公式 对 与 一 般 状 况 存在 相关 联 的 
年 金 支 付 也 同样 有 效 。 例 如 对 状况 (u) 的 % 年 定期 生存 年 爹 , 有 


aH O< KH<n 
Y = K+ 7 3.4.9 
f ÖF K > fi, ( E$) 


所 一 上 


Cheat = ElY| 一 > CTTR|9u 十 ampu 
此 一 站 


n—1 m=] 


Qu 一 kEy 一 > V” ppu (3.4.8 重 述 ) 
k=0 k=0 

na 1 

Guay = qu 一 Aun) (3.4.10 Bik) 


1 

Var[Y] = zl Aus —(Aum)*]. (8.4.12 BR) 

作为 说 明 , 考虑 在 nt 年 内 (x) 与 (y) Be EE eT 1 单 

位 的 年 金 ， 这 是 连 生 状况 (cy) 的 生 看 年 金 。 在 以 上 公式 中 ， Pu 

用 tPay AE REA tA FH tPriPy 代替 ， 就 可 获得 年 金 的 精 
算 现 值 。 至 于 (3.4.12) 中 的 方差 ， 可 利用 关系 式 


Aaya = Į- diry:， 
Ary = 1- (2d~ d’) “Goya: 


或 直接 计算 其 中 的 净 不 缴 保 费 。 

最 后 在 生存 状 襄 与 连 生 状 况 的 年 金 及 保险 的 模型 之 间 建 立 一 
些 关系 ,与 (6.3.5A) 同样 道理 ，K (ry) RAF K (zr) 或 等 于 K(y), 
而 K(zy) 必 等 于 其 中 的 另 一 个 ， 因 此 


UD KWH = yK 4 yKWH (6.5.3) 


IKEF] + ÜR TKa] + AKF? (6.5.4) 
yë ryj K R(t K+ (6.5.5) 
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在 (6.5.3) 及 (6.5.4) 两 端 取 期 望 值 ， 可 得 
Azp + Ary 一 A + Ay, 
Ga + Oxy = ty + hy. 


这 些 公 式 使 我 们 能 用 单个 生命 及 连 生 状况 的 保险 或 年 金 来 表 示 最 
后 生存 状况 的 保险 或 年 金 的 精算 现 值 。 

再 考虑 连续 情形 的 保险 与 年 金 。 对 于 一 般 状 况 (u) REA 
寿命 随机 变量 了 = T(u), 52.2 与 83.3 中 有 关 现 值 随机 变量 、 精 
算 现 值 以 及 方差 等 公式 对 状况 (W) 也 同样 成 立 。 

对 于 在 状况 (ww) 消亡 即刻 赔付 一 单位 的 保险 ， 其 生效 时 的 现 
fi, BURR RT HA 


Z=v', 
Ay = J V iPultuptdt (2.1.6 重 述 ) 
Var[21 "A, — (A,)’. 

‘ATR, WR ERR (ry), 有 

Az = Í 此 

根据 (6.3.6), 上 式 可 写成 


Ag = | V [Dofiztt + tPyy+t — tPeyfay(t)|de. 


对 于 每 年 1 单位 连续 支付 直至 状况 (4) 消亡 的 年 金 ， 有 
Y = aR 
ai, = Í 7 tPultutret, (3.3.2A 重 述 } 


om 
= | vtipudt, (3.3.2B 重 述 ) 
0 
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24 _ a 
Var[Y] = “Au = (Au) (3.3.8 重 述 | 


52 
Al xh 
fap, +e =1 (3.3.97 8) 
tE BY H OR Fe AR es Pe Be pe eR AR. 


作为 应 用 ， 考 虑 当 (7x) 或 (y) 至 少 有 1 个 活着 时 每 年 1 单位 
连续 支付 年 金 ， 这 是 一 个 {25) 年 金 ， 在 以 上 公式 中 了 = T(zy). 
于 是 


Y = gy 
cx 
ay = f ay [ePaper +t 十 tp 一 tPryley (tl]at 
ox? 
一 f v'iprydt, 
24  f¢ A__12 
Var[Y] “Asy ~ Am) 
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公式 (6.5.3)-(6.5.5) BMS EMm K 换 成 (完全 ) 剩余 寿 
fe L tE RAPE RE We : 
YTE 4 yTlev) -= yT) 4 pTO (6.5.6) 


Cray 十 Tey ~ O78) + TG (6.5.7) 


TETE) TT) 


EMAAR SH RERAAM SES OSAMA. HANE, 
ABROAALAMAAR, Pin 


Aggy — Avy = As + Ay, (6.5.8) 


-ZiT > 


与 独立 情形 导出 Cov[(T (ay), T(cy)| 表达 式 相同 , 4 T(z) 5 Ty) 
独立 时 ， 


Cov[o? oP] = (Az ~ Any) (Ay 一 Azy)- (6.5.10) 


LAGRIMAS ER, E (6.5.10) 中 的 协 方差 非 负 
例 6.5.1: 考虑 在 (2) Sly) BRI 个 死亡 即刻 赔付 1 的 多 年 
期 人 寿 保 险 ， 如 至 少 有 1 个 活 到 时 间 n, 则 没有 任何 受益 。 计 算 姜 
EARR. 
解 : 重 述 (2.2.3) 并 利用 (6.3.6), 有 


—1 
Axa 


| v' Payleny(t)dt 


II 


[ v [Pre + ¢Pyfy+t | (Dryftay(t}ldt 

Ann + Ayn 本 Aaa 

其 中 符号 Ag 表示 连 生 状 况 (ry) Zn EMR RR 
费 

y 6.5.2: 某 种 年 金 在 (z) 与 (y) 都 活着 时 ， 每 年 连续 支付 
1, 当 (zx) ky) 其 中 之 一 活着 而 另 一 个 已 死亡 时 ， 每 年 连续 支付 
2/3. #%& T(z) 与 Tiy) 独立 ， 导 出 以 下 公式 ， 

(1) 年 金 的 现 值 随机 变量 。 

(2) 年 金 的 精算 现 值 。 

(3) 年 金 现 值 随机 变量 的 方差 。 

i: 

(1) 该 年 金 可 看 成 以 下 两 者 的 组 合 ， 其 一 是 年 支付 2/3 直至 
(x) 与 (y) 最 后 一 个 死亡 时 间 TD), 另 一 是 年 支付 1/3 直至 
(2) 或 (y) 至 少 有 一 个 死亡 [时 间 Tey]. AER E E 
随机 变量 为 


2 
十 一 la 


a= 3 TED 3" Ty 
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(2) 精算 现 值 为 
2 1_ 
用 (6.5.9) 代 Gay, 得 


2 
EZ] = “a + 3 ty 一 gley 


另 一 种 方法 由 重 述 的 (3.2.2B), 得 
2 1% 1 {~> 
ElZ| = ;/ v :Daydt + J) U tDayde. 


% (zy) 生存 到 时 间 +t 考虑 为 三 个 互 不 相 容 事件 之 和 ， 并 利用 独 
六 性 ， 可 写 出 


‘Pay = tPay + thzll —t Py) + epy(1 — 1pz). 
代入 以 上 EZ] 表达 式 中 第 一 项 积分 ， 得 
Bia] = f v'paydt +5 [opal ipy)dt 
+ ia v' py (1 — eps) dt. 


以 上 表达 式 也 可 这 样 考虑 : 第 一 项 是 当 (1) 与 (y) 都 活着 时 每 年 
1 单位 支付 的 精算 现 值 。 第 二 项 是 当 (zj 活着 而 (y) 已 死亡 时 每 
年 2/3 单位 支付 的 精算 现 值 。 第 三 项 有 类 似 解释 ， 

(3) ze 


eo 1_ 
Var[Z] = Var — 3 Te + sry 


A 
一 5 Vara Fl 十 Vararcai] +2 x 5 2 Covla are) Create 
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根据 习题 14， 
l ry! I 
Cova Grey] = ag Cove"! DT 
(Ax ~ Agy)(Ay 7 Asy) 
é? l 


于 是 


Var[Z] = 
gl Asy 7 ( Azy)”] + a? Azy — (Azy)"] + 5 (A, 一 Azy)(Ay 一 Azry) 
a e 


例 6.5.3: 计算 按 以 下 条 件 连续 支付 年 金 的 精算 现 值 ， (1) 开 
巡 nn 年 内 ,每 年 支付 数额 1 ,为 确定 性 年 金 。 (2) n 年 后 ， 当 (x) 
Sy) 都 活着 时 每 年 数额 1 。 (3) 当 (z) 活着 而 y) 已 死亡 时 每 
年 数额 3/4 。 (4) 当 (y) 活着 而 (x) 已 死亡 时 每 年 数额 1/2, 

解 : 用 当期 支付 技巧 ， 先 计算 每 -- 种 情形 的 精算 现 值 ， 相 吉 
便 得 所 求 年 金 的 精算 现 值 。 

BE—: n 年 确定 性 年 金 的 精算 现 信 ( 即 现 值 ) 


f vdt = Aa- 

0 

情形 二 : n 年 之 后 ,， 当 (z) 5 (y) Bee OA 
f Uv iDrydt = f U Pay dt 一 f viprydt = Oxy 一 Grym 


WBS: n 年 之 后 ， 当 (x) 活着 而 (y) 已 死亡 时 支付 的 精算 
现 值 


wy 5 3 _ 
一 如 Ps (I 一 {Py dt 一 7 (Ge 一 Gat} — q es 一 Brym]. 


情形 四 : n 年 之 后 ， 当 (y) 活着 而 (x) 已 死亡 时 支付 的 精算 
现 值 


1, io _ 
5 ay — üy) 一 z (Gey — Gwyn). 
相 加 ， 得 所 求 精算 现 值 
— 8B lok _ 1 1 _ 
全 一 


86.6 ”在 特殊 死亡 律 下 的 来 值 
这 一 节 考 察 ， 在 Makeham 死亡 律 及 其 章 要 特例 Gompertz 
死亡 律 下 ， 有 关 多 重生 命 状 沉 的 净 坚 匠 保 费 及 精算 现 值 的 计算 。 
首先 ， 假 定 每 个 生命 的 死亡 服从 Gompertz 死亡 律 : He = 
Bc*. 我 们 来 寻求 能 代替 连 生 状况 (cy) 的 单 重 生命 状 沉 (w), 为 
此 考虑 
Hoy(8) = Hwt $20. (6.6.1) 


di (6.2.6), 


Berts 4 Bolt? = Belt 
cf 4 oY = ev, (6.6.2) 


根据 (6.6.2) 可 定 出 所 需要 的 w, FÆR t > 0, 


| 


t 
Pwu = exp(- f Huwtsds) 
i 
= exp( 一 上 üzyls jds) =t Psy- (6.6.3) 
Blt, BAERS (cy) HRE, BAH. 方差 都 与 单 重 上 生命 


(w) ABS. 但 一 般 忆 不 见得 是 整数 ， 如 根据 有 关 数 值 的 表格 计 
FL, WERE SB. 


Œ Makeham 死亡 律 下 ， 情 况 稍微 复杂 些 ， 此 时 连 生 状况 的 
死亡 效力 为 


Hzyl3) = Heis + yts = 2A + B (c + et). (6.6.4) 


由 于 2A 这 一 项 ， 无 法 用 【服从 同样 参数 Makeham 死亡 律 的 } 单 
个 生命 来 代替 。 不 过 可 用 另 一 个 连 生 状 况 (ww) 来 取代 (zy), 由 


Hwwls) = 2jtw+s = 2(A + Bete”) (6.6.5) 


选 w 满足 
2c" = cr + ob， (6.6.6) 

4 Gompertz 情形 不 同 丰 于， 这 里 计算 所 需要 的 一 维 阵 列表 格 是 
建立 在 涉及 两 个 相同 年 龄 生命 的 连 生 状况 (ww) 函数 上 的 。 

例 6.6.1: 用 (1.7.1) 与 基于 附录 示例 生命 表 的 üzs 信 ， 按 利 
R 6% 计算 dso 的 值 。 HRES serto HPA 460-70 比较 ， 

解 : 附录 2A 示例 生命 表 在 13-110 岁 是 按 Makeham 死 广 律 
生成 的 : 

1000ps = 0.7 十 0.05{100.04)=， 

Bl c = 10°F, Hy c60 c70 = Qe” RiR w = 66.11276. 用 线性 播 
值 可 算得 


G60:70 = ww = (67 — tw)ieese + (w — 66) 67.67 
0.88724 x 7.58658 + 0.11276 x 7.31867 = 7.55637. 


Ga:e+10 # (HRA HH) 中 全 80:70 的 值 为 7.95633. 


if 


6.7 ”每 年 死亡 均匀 分 布 假设 下 的 求 值 
这 一 节 假 定 ， 连 生 状况 中 的 每 个 生命 在 每 1 年 中 的 死亡 均 必 


分 布 ， 并 给 出 这 一 息 定 下 死亡 即刻 赔付 保险 的 净 在 缴 保费 求 值 公 
陈 ， 以 及 一 年 支付 数 次 年 金 的 精算 现 值 求 值 . 
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1.6.1, 在 每 年 死亡 均 名 分布 假设 下 ， tps = 1 一 igr, 
tpriizit = dr QIK, (6.7.1) 
AAF Tle) 5 Ty) 独立 的 连 生 状况 (zy), POKES 1G 


tPryltey(t) = 2PetPy(Hete + Hyt) 
= Py(tPeliz+t) + ePelePyftytt) 
(1 — tay )ge + (1 — tga )qy (6.7.2) 
= Qr + dy — rgy + (1 — 2t) andy 
= Gry + (1 — 2t ) gr qy. 


根据 (2.4.1), 一 般 状况 (u) RR EMRA 

可 k+1 —6(s—1) k+sPu 

Ay 2.” cpu | € P Hulk + sìds. 
利用 (6.7.2) 可 写 出 连 生 状况 (cy) HAEREA 


_, oo 1 
Ary = yo ot DoylGe+key +k f es ds 
k=0 


1 
+ Get kdy-+k f es (1 ~ 2s)ds)] 

Ay 6.7.3 
é zy +z F +G) La kate ret „l. ) 
根据 (2.4.2) 可 知 ， 当 Tiry) 在 每 一 年 中 为 均匀 分 布 时 ， 式 
(6.7.3) 右 端 第 一 项 等 于 Ay, 但 即使 T(x) 5 T(y) 独立 自分 别 都 
在 每 一 年 中 均匀 分布 ， 也 不 能 得 出 了 [zy)] = min{T(2),T(y)} 的 

同样 结论 。 事实 上 ， 当 TI{z) 5 Ty) 在 同一 年 龄 区 辣 的 条 件 下 ， 
它们 的 最 小 什 并 非 均匀 分布， 而 服从 上 略微 前 移 的 一 种 分 布 。 正 是 
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因为 这 种 前 移 , 才 使 得 (6.7.3) 需要 第 二 项 来 弥补 相应 的 更 早 的 理 
赔 所 带 来 的 额外 成 本 。 第 二 项 乘积 中 的 利息 因子 项 iC - 24 2) 
很 接近 i/6, 而 两 个 生命 在 同一 年 死亡 时 才 赔 付 受 益 的 净 到 缴 保 
费 又 相当 小 . 所 以 通常 忽略 这 一 校正 项 , 将 (6.7.3) 简化 为 近似 式 


Ary = =Azy. (6.7.4) 


如 上 所 述 ， 当 Tey) 在 每 一 年 均匀 分 布 时 ， (6.7.4) 成 为 精确 等 
式 。 
为 求 Gey, 根据 (3.3.6) 可 得 


_ 1 
Ery = zU — Agy). 
(6.7.3) 代入 ， 有 
1 i 2 2 这 
Gry 一 -{1 一 -= [Azry + (1 一 二 十 =) 5 Ot Prylrikgyik]}. 
6G 6 i 


现 根据 (3.4.6), 对 状况 (£y), 以 1 一 da@gy HK Ary, 并 利用 (3.6 
11) 及 (3.6.12) 可 写 出 


\ 2 2 

Boy = 0(00 )azy — Bloo} ~ z0 ~ & + z) ` vtl Deydet ky tk: 
=Ü 

(6-7.5) 

这 一 公式 是 在 Z{x) 与 Tu) 独立 并 及 在 每 1 年 均匀 分 布 的 情况 


FREH. MRR Trey) 木 身 在 每 1 年 中 均 句 分布 那么 由 
(3.5.9) 的 连续 情形 (m = 00) 可 得 


üry = AlCo}Gzy — (00). (6.7.6) 


Zt (6.7.6) 与 (6.7.5) 相 盖 一 个 小 量 ， 它 近似 于 17(66) RD 
卫 个 个 体 在 将 来 同一 年 内 死亡 时 赔付 的 保险 的 净 球 缴 保 费 。 


"24. 


了 用 同样 方法 来 年 付 m 次 期 初 年 金 的 精算 现 值 , 需要 Aly’ 
的 表达 式 。 在 各 生命 每 1 年 中 的 死亡 均匀 分 布 假设 下 ， 与 连续 情 
形 类 位 ， 


avn = S u” p Pry S vl j 1) nPateey +k — ffm Prt ky tk) 

一 i=] 

= ' (6.7.7) 
Tfz) 与 T(y) 还 独立 的 情况 下 ， 上 式 可 化 成 (参见 习题 29) 
2 k+l 
— say + DÈ oT y Paylztklytk 

=i] 
(6.7.8) 

当 m 一 oo 时 ， 上 式 的 极限 形式 即 (6.7.3). (6.7.8) 右 端 第 一 
项 是 Al) 的 常规 近似 ， 并 且 当 T(zy) 在 每 年 均匀 分 布 时 精确 术 
等 。 而 


Alm) = Any + (1 + 二 
T qim) 


2 1 2 2 mê — 1. 
re th den) 


其 右 端 小 于 2/6. 

将 (6.7.8) 代入 对 (cy) 重 述 的 (3.5.2), HEL 1 — dagy 取代 
Ary, 4 WRG A 7.5) 类 羽 的 公式 。 如 果 (6.7.8) 右 端 第 二 项 急 略 
不 计 ， 那 么 ae 的 公式 可 简化 成 


i) = alm)ézy — Blm). (6.7.9) 
根据 (3.5.9), 在 T(zv) 每 年 均匀 分 布 的 假定 下 ， 以 上 等 式 精确 成 


一 4 
Af. s 


86.8 BP KWL we 


这 一 节 研 究 的 保险 除了 与 状况 消亡 的 时 间 有 关 以 外 ， 还 与 其 
中 成 员 的 死亡 磊 厅 相关 联 。 
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我 们 从 (2) En PAH A (y) 之 前 死亡 概率 的 计算 开始 。 
这 个 概率 记 为 ngzw 其 中 x 上 面 的 1 囊 示 概率 所 涉 事件 系 (x) 先 
死 于 (y) 之 前 ，n 则 表示 事件 发 生 在 n 年内。 从 概率 论 中 可 知 ， 
ni 等 于 T(z) tj T{y) EK a 75 38 OF OE ba ae — 7 — 4}, $H 
分 区 域 相当 于 P(x) < Ty) E T(z) <n. 在 T(x) Ty) 独立 
的 假设 下 ， 有 


Tl = m) 
niay = | f aPylty+stPrHr+tdsdi, (6.8.1) 
= | Potter | sPyfty+sds jdt, 
n 
= / thrHirtttpydt, 
t 
= j {Pry ltr 4idt. (6.8.2) 


这 个 表达 式 的 解释 包含 三 个 方面 : 首先 , 因 { 是 (x) 的 死亡 时 间 ， 
(Poy 表示 (2) 与 (y) 都 活 到 时 间 上 的 概率 ; ER, Houdt Æ (x) 
在 活 到 了 十 上 岁 条 件 下 于 未 来 a 时 间 段 内 死亡 的 机 率 ， 最 后 ， 对 
0 与 之 间 的 所 有 时 间 求 和 ( 积分 ) 。 

我 们 也 可 求 出 (y) 在 nn 年 内 并 且 在 (x) 之 后 死亡 的 概率 ， 这 
个 概率 记 为 ngop EP y 上面 的 2 表示 (Wy) 第 二 次 死亡 ，nn 表示 
REEN 年 内 。 nday 等 于 了 (z) 5 Ty) 联合 概率 密度 函数 的 一 
个 二 重 积分 ， 积 分 区 域 对 应 于 事件 [0 < T(z) < Ty) < nj 。 在 
Ma) 与 Ty) 独 立 的 假定 下 ， 


no et 
nizo = fÍ f sPxfiet stPyby+rdsdt 
一 f (1 _ tpa )tPyltyptdt (6.8.3) 


niy 7 ney: 
在 第 二 个 表达 式 中 的 被 积 项 是 乘积 
Pr[(z) 死 Fy) Bily Ze Rt EE LE] Pr[(y) ze et ESET, 


. 226- 
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交换 积分 次 序 ， mqzy 也 可 写成 


n pn 
niay = Í f sPeha+atPypypidtds 
a 
n 


| 


J (s Py 一 nPy)sPrfte+s¢8 

= niay 一 aPynde- (6.8.4) 

st (6.84) 中 第 二 个 积分 表达 式 可 解释 成 : (2) 死 于 时 间 s 

与 8 十 ds LAMARR, HW (y) 活 到 时 间 s 但 活 不 过 时 间 nt 的 概 
率 ， 然 后 对 0 与 元 之 间 的 所 有 时 间 s 积分 。 现 在 我 们 从 (6.8.4) 
得 出 

n Fey = nay “十 npyngz, 
AA TH 
niay > nieg 


XERE EMR ET E B R 

例 6.8.1: 对 于 当 (y) 仍 活 着 的 情况 下 在 (2) 死亡 之 时 赔付 1 
单位 的 保险 ， 导 出 净 至 缴 保费 公式 ， 

R GERERE ERARA AL, 等 于 LZ), 其 中 


Z = | u=) T(z) < Tly) 
0 T(x) > T(y) ` 


ETD 5 Ty) 独立 的 假定 下 ， 
_ oD pod 
Any = f | v sPybty+stPs Lz+tdsdt 
= | v Day fe ytdt. 


最 后 一 个 表达 式 可 解释 如 下 : 当 (z) 在 未 来 时 间 守 死去 而 【 信 仍 
活着 时 ， 沽 赔付 现 值 为 vi 的 受益 。 
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例 6.8.2: 对 王 当 (zx) 已 死去 的 情况 下 在 (y) 死亡 之 时 赔付 1 
单位 的 保险 ， 导 出 净 鞋 缴 保 费 公式 。 
解 : 该 保险 的 净 意 缴 保费 记 为 A, ZT EZ], 这 里 


z=] 29 Tz) TY) 
了 I(x} > T(y). 


H Tir) 5 Ty) 的 联合 概率 密度 函数 (在 独立 假定 下 ) 表示 EJZ], 


— 9 oO 
Ary 一 | Í U Palz+siPylypidsdi 


= fw ~ Poipu 
这 里 ， 用 先 死 赔付 单 重 次 顺 位 保险 的 净 且 缴 保 费 可 表示 非 先 死 赠 
付 单 重 次 顺和 位 保险 的 净 旦 缴 保 费 ， 这 是 数值 求解 单 重 次 顺 位 保险 
的 第 一 步 ， 
另 一 个 表达 式 可 通过 改变 二 重 积 分 次 序 得 到 ， 和 象 【6.8.4) -- 
柱 ， 有 2 OO abo 
A= j | wiperipatstadids 


在 内 技 积 分 中 以 fr 十 s RK t, B 


于 于 得 
Ay = / | V r+sPyftytrtssPolet+sdras 
Oo 


If 


| 2 sPysPoblets Ji v rpytetiytstrdr}ds 


—— 


oo 
= | Aut sePysPalte+sd8. 


最 后 一 个 积分 可 看 作 -- 般 结果 EW] = BETA |V]] 的 应 用 ， 这 
里 VY = T(z), W=Z,f T(z} 二 3 条件 下 2 的 条 件 期 望 值 是 净 
保费 qiy = v Asspy. 
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X- PAN T MAR Be PERK 继承 年 全 (Teversionary 
annuities) 的 顺 位 年 金 将 在 第 十 二 章 讨 论 ， 其 支付 在 给 定 状 况 消 
CHER HRR FERF, ARERR CO ARGU Ak. (E 
为 -- 开 始 的 例子 ， 参 见 例 6.5.2 及 例 6.5.3.) 


86.9 ” 单 重 次 闫 位 函数 的 求 值 


这 一 上 考虑 里 重 次 须 位 男 数 及 净重 缴 保 费 的 求 值 ， 并 考察 
Gompertz 死亡 律 、 Makeham 死亡 律 以 及 死亡 均匀 分布 假设 的 
影 啊 。 

例 6.9.1: 设 死亡 效力 遵从 Gompertz 死亡 律 ， 计 算 

(1) 当 (x2) 在 (y) 之 前 死亡 之 时 赔 村 单位 的 nw 年 期 顺 位 保 
Bear AT Pe Se 

(2) En FA (2) EF (y) 之 前 的 概率 。 

解 : (1) FRERRRBA 


一 Fi 
Azym -| U' Pay fe+edt. 
在 Gompertz 死亡 律 之 下 ， 


一 Tt 
Any Hi 一 | vpry Bere dt 


cT nm 
= _ oO t x yt 
oT — | 2 iPr BIC +e H dt 
on — ] 


—— 
—rrs 





进 cy, On (6.6.2) 成 立 ， 出 


Axa — AT, 1 
Ti C | 
Az, Tl = nae bw | (6.9.2) 
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{2) 根据 (6.8.2}, nay 就 是 当 汪 二 1 时 的 Ava . 于 是 由 
(6.9.2) 可 知 ， 在 Gompertz 死亡 律 十 ， 


ee 
A Gor 一 pw Paw) (6.9.3) 


其 中 c= 中 二， 
例 6.9.2: 在 Makeham ÆC F Bik fl] 6.9.1 。 


Tt 
Ayn = f vipey(A+ BE) 
C t t 
g af ” ‘pei Teta j U'PayB(c® + c¥ edt 


= Al- < Of vt Poydt 


f viipay[2A + Blot + er)et]dt 





eT + c¥ fg 
Ë E a 
一 A(l 7 ct -b ey jry + =e Oem 
利用 (6.6.6) 可 得 ， 
— 1 e et —] 
Asyn = AU — iowa + 5 5 Aron (6.9.4) 
(2) 4U EERE vy — 1, 得 
1 c” a ce 
nny 一 A(I _ er Cw] To nw (6.9.5) 


WP ESE FFARR TAS Me BR Re. A el Se EA 


k+) 
-> U kPry IT Ty ytk' (6.9.6) 


-230 - 


在 个 体 每 年 死亡 均匀 分 布 的 假设 下 . 


1 
1 
人 TEA 一 人 presrbpekteds 


1 
i Qe+k(l 一 8qyin)ds (6.9.7) 


1 
dotk(l 一 5 Wtk): 
据 此 ， 可 用 a 表示 sPatkhiytkbaet+k-tas 
sPotkytkbatkis = Ge+n(1 一 3 人 二天) 
I I 
= grtkll 一 5 Iy+k) + (3 一 8) Gr+-kGy-+k 


E 


I - 
_ „al 
= Gkyth T hs 一 8)darke ye: (6.9.8) 


对 于 即刻 赔付 情形 ， 净 至 缴 保 费 为 


hand l 
本 1 — k 4 
Apy 2 Y epey | U aPortkiytkliz+k+ads 


k+1 | ! 
= > ， Payla g, ytk f (1 +i) ds 


k=ü 
1 1 
+ 24k Gyrk e (1+ 让“(5 — s)ds], 
1 2 = 
= AL, zs 一 + =) DU Pay Get kGy th 
k= 


(6.9.9) 


上 式 右 端 第 2 项 相对 于 整个 保费 而 言 非常 小 ， 它 是 (6.7.3) 第 2 
Ww 1/2, 


JO ORR 
§6.2 
1. PPE ae RS ap. 与 ney 表示 (在 独立 假定 下 ) 
(1) (cy) BEF n EWE, 
(2) (1) 与 (y) PRA 1 TEE n EHR, 
(3) (2) 与 (y) PEDAL TEE n EHER., 
(4) (cy) 将 在 只 年 内 消亡 的 概率 ， 
Sin 与 (yy) 中 至 少 有 1 个 在 7 年 为 死亡 的 概率 。 
(6) 2 个 生命 都 在 nn 年 内 死亡 的 概率 。 
2. 验证 (zi A n EFE 生存 nw 一 1 年 的 概率 可 表示 成 
a 或 Pr n—lLPst+liy- 
3. ok n 
} tPrxfien(t)dt. 
66.3 
4. PCa Ar xX GA — Fie HE HE IE HH 
tpzy = tPay + Poll ~ tpy) + epy(1 — ee). 
5 R(t) 与 (y) 中 至 少 有 一 个 在 第 m 十 1 年 死亡 的 概率 。 这 
个 概率 是 否 就 是 agay 请 解释 。 
86.4 
6. 4772 35225:50 = 0.2, 15p25 = 0.9, 计算 40 BA PES 75 $ 
的 概率 。 
7. # ue = 1/(100—2),0 < £ < 100. HH 





(1) tofauso- (2) IPIE ( 3) C40280 . 
(4) cas . (5) Var[F(40:50)]. (6) Vari Tl40 : 50)]. 





(7) Cov! PT (40 : 50}, T(40 : 50. 
(8) (40:50) F 740: 50) eR 。 





8. 求 ae, 
9. 证 明 ;, 两 个 生命 (30) 与 (40) 在 同 -年 死亡 的 概率 可 表 不 
成 


1 + €30:40 — pso(l 十 esl40) — pao(l + eg0:41) + p30:a0{1 + €31:41). 


10. WEAR: 两 个 生命 (30) 与 (40) 在 同一 年 龄 死亡 的 概率 可 


10P30(1 + e40:40) 一 211p30(1 + €40.41) + Pao 11p30{1 + €41:41). 
11. 设 个 体 工 与 开通 用 的 死亡 效率 分 别 为 


iD 


与 
u! = (10 —£Yt, O<2< 10, 


如 两 者 都 正好 1 岁 , RPLPROCREE 3 到 5 岁 之 间 的 概率 。 





$6.5 
12, WEAH 
zga 二 Om tn] Gry; 
Fe eb FH BY. ER Ae st o 


13. 对 于 记 成 AD MR RRR. BR CAS oe HF EH 
Ary = Ae — Aga tv". 
14. 对 于 独立 的 剩余 寿命 了 (z) 5 Ty), 证 明 
Cov FP, yT] = (As — Asy (Ay — Aey). 


15, RBM RES ER ES AEM, E (25) 与 (30) 中 至 少 
有 1 个 在 不 到 50 岁 活 者 时 ， 每 年 工 单 位 连续 文 付 年 金 的 精算 现 
Ë. 
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16. 用 单 重 及 连 生 生存 年 金 值 表示 ， 在 (25) 5 (30) PED 
有 1 个 在 50 岁 以 上 活着 时 ， 每 年 年 末 支 付 1 单位 递 延 年 金 的 精 
SOA. 

17. 对 于 在 2 个 生命 (2) 与 (y) 都 活着 时 每 年 支付 1, 4 (2) 
死 后 减 为 1/2, 而 当 (y) 死 后 减 为 1/3 的 nt 年 定期 期 初 年 金 ， 计 
算 其 精算 现 值 。 

18. 某 种 在 (x) 活着 时 支付 的 1 单位 期 末年 金 , 在 (W) 活着 或 
者 死 后 nn 年 内 支付 给 (r), BAMFRBS EH ms (m>n). 
证 明 其 精算 现 值 为 


Gein H nEstspnymon 


19. 基 种 每 年 1 单位 连续 支付 的 年 金 ， 当 (40) 与 (55) 至 少 
有 一 个 活着 并 且 超 过 60 see, 但 当 (40) 活着 并 且 不 满 55 
岁 时 不 支付 。 给 出 其 精算 现 值 的 表达 式 。 

20. WME +A A ES (qualified joint-and-survivor an- 
nuity) 当 (2) 活着 时 每 年 支付 一 个 初始 数额 ， 如 果 (y) Æ (x) 死 
后 仍 活着 ， 则 按 初 始 数 额 的 一 定 比 例 p(1/2 <p < 1) 继续 支付 。 

(1) 用 单 生 及 连 生年 金 的 精算 现 值 表示 每 年 分 m 期 支付 初始 
煞 箱 为 上 的 这 种 期 初 年 金 的 精算 现 值 。 

(2) MRA (x) Sy) 支付 的 适 格 连 生生 存 者 年 金 之 精算 现 
值 与 向 (zj 支付 的 某 种 生存 年 金 之 精算 现 倡 等 价 ， 那 么 两 者 称 为 
精算 等 价 的 。 导 出 适 格 连 生 生存 者 年 金 初 始 年 支付 数额 ， 与 精算 
等 价 的 生存 年 金 年 支付 数额 之 比值 的 表达 式 。 

$6.6 

21. Æ Makeham 死亡 律 下 ， 当 状况 (cy) H (ww) 取代 时 ， 
证 明 
y= log(e* + 1) — log 2 


tr — 
loge 


1 


其 中 从 二 Tw 一 之 0 。 {这 表明 w 可 通过 对 年 轻 的 年 龄 yy 加 
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上 一 人 和 =z -4 的 函数 。 这 个 性 质 称 为 均匀 上 升 法 则 (law of 
uniform seniority }.) 

22. 根据 附录 的 示例 生命 表 以 及 利率 6% 计算 io.6o; 面 。 求 
解 过 程 中 使 用 Gon WEN ar:s+l0 Ho 

23. 给 定 遵从 Makeham 律 的 死亡 家， 年龄 与 以 及 等 价 
的 同龄 状况 (ww) 。 证 明 

(L) zpw 是 tpz 与 thy 的 几何 平均 。 

(2) tipz 十 thy > 2:Pw,t FAY. 

(3) azp > Gag, € F Y- 

24. 给 定 遵从 Makeham 死亡 律 的 死亡 表 ， 证 明 Gey 等 于 单 
重生 命 fu 的 生存 年 金 之 精算 现 值 ， 其 中 MH +e, 后 者 的 
利息 效力 太一 8 十 4 。 进一步 还 上 明 


Asy = Ay + AT, 


这 里 ， 带 搬 的 函数 系 根 据 利息 效力 4 计算 。 
25. 考虑 两 个 死亡 表 ， 分 别 适 用 男性 与 女性 ， 死 亡 效力 分 别 
为 


3bz x 
pz 二 304-45 ue at bz. 


我 们 希望 用 年 龄 都 为 w H-PRBES-TPRENBELHEE 
精算 现 人 来 求 一 个 x 岁 男 性 与 一 个 3 岁 女 性 的 连 生 生存 年 多 的 
HEA, Be ty#aRw. 

66.7 

26. 4 gx = qy = 1 3H (x) 与 (在 一 年 中 死亡 都 均匀 分 
布 的 情况 下 ， 求 Exy 。 

27. 设 T(x) 5 Tiy) 独立 ， 并 且 在 下 一 年 均匀 分 布 。 给 是 
(xz) 与 (y) 都 在 下 一 年 中 死去 的 条 件 下 ,证 明 (cy) 的 消亡 时 间 
在 一 年 中 并 非 均 句 分布。 ,提示 : 验证 PrlT{zy) < i[(Z(e) < 
NT < 1) = 2- t" 
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28. HE Ay 


1 1 ee ee he E 
> =D 
é i 2 3 4 5 
7 lay! i 4 i” 19" 
o i 2 12 24 720 i 


进而 得 出 
2 2、 i 人 


201 22)s FY 
i 6 i 6 360 
1,2,---,m 


m+1—~ 29 


Ty ar Py 


1 
Gj-l)/mPay jim Pay = m tty + m 


进而 验证 表达 式 (6.7.8] 。 
$6.8 
30. 根据 一 般 推理 说 明 


n Vay 一 nia + nGenPy: 


Ano, BARA RIA ? 

31. 对 于 在 (x) 死亡 年 末 当 (y) 还 活着 情况 下 赔付 1 单位 的 
保险 ， 证明 其 兆 到 缴 保费 可 以 表示 成 Upylrytl 一 lzy » 

32. 证 明 4zy 一 Ag? = Apy ~ Ay. 

33. 对 于 在 (50) 死亡 之 时 当 (20) BRAE 40 Ye Re 
付 工 单位 的 保险 ， 才 单 重生 命 及 第 1 TFE Te W oe RB A FS g 
费 表示 其 净利 缴 保费 。 

34. 对 于 在 (Zz) 死亡 之 时 当 (y) 在 此 前 n 年 间 死 亡 的 情况 下 
赔付 1 单位 的 保险 ， 用 单个 生命 及 第 1 个 死亡 顺 位 保险 的 着 至 缴 
保费 表示 其 净 意 缴 保 费 。 

35. 设 pa = 1/(100 — 2),0 < £ < 100. HH agso. 
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86.9 

36. 对 于 遵从 Makeham 死亡 律 的 死亡 表 : HM, A= 0.003, 
eld 一 3. 

{1) 在 e240:50 二 if 时 ， 计算 ce940.50 b 

(2) FA Aso:so 与 Za0:50 表示 A4050 。 

37. 设 死亡 遵从 Gompertz EC: He = 1074275, x > 35. 
根据 (6.9.2), 7 7 

A4o.48:16 = JAT. 


it f jw. 

综合 题 

38. 状况 {而 ) 是 恰好 存在 寻 年 的 确定 性 状况 ， 它 可 与 不 确定 
的 生存 状况 联合 使 用 ,例如 在 Ara Am Aga Gem Ayn 之 中 。 
fea) 44, H AR PE 

(1) üza 

(2) Apa 

39. 用 概率 性 质 Pr( AU B) = Pr(A) + Pr(B)~— Pr( ANB) 
得 出 (6.3.5D) 。 

40. R È ery。 
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StH 多重 损失 模型 
71 5l 


PREK FELEPRERAATERE BEREM 2 
都 受制 于 单一 的 拖 垃 这 个 或 然 事件 。 现 在 我 们 画 到 单个 生 僵 ， 然 
而 却 受 制 于 多 重 或 然 事 件 。 作 为 这 一 推广 的 应 用 ， 我 们 可 观察 一 
个 企业 况 座 员 人 人 数 减少 情况 ， 其 缘由 可 能 是 辞职 ， 或 者 残疾 ， 或 
者 死亡 , 或 者 退休 等 等 ,。 在 劳动 力 计划 中 , 也许 只 需要 估计 现时 在 

职员 工 将 来 各 年 份 仍 将 继续 留 在 企业 中 工作 的 人 数 ， 对 此 ， 第 一 

章 建 立 的 生存 模型 县 适 用 的 ， 只 要 将 其 中 的 基本 随机 变量 一 剩 

余 寿 命 (死亡 时 间 ) 一 解释 成 在 职 的 终 小 时 和 间 即 可 。 不 过 精算 师 

所 需要 的 雇员 受益 计 划 寞 型 中 ， 在 终止 工作 时 支付 的 受 蔓 可 能 依 
粮 于 竹中 的 原因 ， 艾 如 ， 退 休 受 益 一 般 不 同 于 死亡 或 伤 葡 受益 。 


Ma 
RE GUT RASR BI” EF” RBA a eak E 
Ba OL Se EE EiS RAMAR., bh See a E R A A e 


TFHA, RRA 一 种 不 同类 型 的 不 确定 性 ， 将 在 第 八 章 讨论 。 

作为 男 -- 个 应 用 ， 大 多 数 个 人 寿险 在 约定 的 缴 齐 期 结束 前 发 

生 停 缴 际 费时 但 供 不 没收 受 座 支付。 这 种 保险 的 一 个 合适 模型 应 
同时 将 终止 时 间 与 终止 原因 作为 随机 变量 纳入 其 中 。 

残疾 收入 保险 同 符合 保单 规定 的 致 残 的 被 保险 人 提供 周期 性 


支付 。 在 某 些 场合 ， 周 期 性 支付 额 可 能 依赖 于 致 残 是 否 因 为 疾病 
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或 意外 事故 。 被 保险 人 人 可 能 由 于 死亡 、 退 保 、 致 残 或 保险 到 期 而 
与 终止 原因 随机 变量 纳入 其 中 。 


改变 其 地 位 。 适 用 二 残疾 保险 的 完整 模型 应 将 终 目 时 间 随 机 灾 量 


乍 会 共 健 康 计 划 中 ， 估 们 感 兴趣 于 用 死亡 原因 对 生存 与 死亡 


进行 分 析 ， 公 共 健 康 的 目标 可 通过 对 死亡 时 间 与 死亡 原因 的 联合 
分 布 的 研究 而 设置 ， 对 心血 营 疾 病 与 况 症 的 最 先 研 究 就 是 根据 这 
种 分 析 而 建立 的 。 

这 一 章 的 主要 目的 在 于 ， 研 究 涉及 第 定 状 况 终止 时 间 及 其 终 
止 原因 两 个 随机 变量 的 分 布 ， 所 获得 的 模型 在 以 上 所 述 的 雇员 受 
蔓 计 划 .不 没收 受 蔓 赔付 .残疾 收入 保险 以 及 公共 健康 计划 中 部 有 
应 用 。 在 精算 学 中 ， 给 定 状 部 的 终止 称 为 A (decrement), 这 一 
章 的 内 容 称 为 多 重 损失 理论 (multiple decrement theory), WE 
物 统 计 学 中 则 称 为 竞争 风险 理论 (theory of competing risks) 。 

宪 重 损失 理论 也 可 建 衬 在 决定 性 比率 畏 数 的 基础 上 ， 这 个 观 
点 将 在 87.4 概述 。 


87.2 ”两 个 随机 变量 


第 一 章 讨论 连续 型 随机 变量 Te) 的 方法 同样 适用 于 状况 的 
Seb ETE, AMR EC LESH. SL. BARR 
FE T(r) 或 下来 表示 终止 时 间 。 但 现在 还 和 将 引入 第 二 个 随机 变 
量 ， 用 来 表示 状 尝 终止 的 原因 ， 这 个 随机 灾 量 记 为 J(x) =, E 
是 一 个 离散 型 随机 变量 。 

在 雇员 受益 计划 应 用 中 ， 随 机 变量 了 的 取 值 可 以 是 2,3 或 
4, 分 别 对 应 于 辞职 、 残 疾 、 死 亡 或 退休 .在 人 寿 保 险 应 用 中 ， J 
的 取 值 可 以 是 1 或 2, 分 别 对 应 于 被 保险 人 死亡 或 选择 终止 缴 付 
保费 ， 等 等 。 在 残疾 保险 的 应 用 中 ， J 的 取 值 可 以 是 12 ,3 或 4， 
分 别 对 应 于 被 保险 人 人 死亡、 退 保 、 致 残 或 保险 到 期 。 最后， 在 公 
共 键 康 的 应 用 中 ， 可 能 有 许多 损失 原因 。 辟 如 在 某 种 研究 中 ， J 
的 取 值 可 能 为 1,2,3 或 4, 分 别 对 应 于 死亡 原因 为 心血 管 疾病 、 痛 
症 、 意 外 事故 或 所 有 其 它 原 因 。 

这 一 节 的 目的 是 讨论 工 与 7 的 联合 分 布 及 其 有 关 的 边际 分 
布 与 条 件 分 布 。 了 与 J 的 联合 概率 密度 函数 记 为 Ht, j) J 的 边 
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Pais ABLE CH RORA Ag), T 的 边际 密度 函数 记 为 g(t) 。 图 7.2.1 48 
i PA. FRR ASHE AH. 


3 
gii = > fej) 
1=] 


t+ 





Eg 7.2.1 F(t, 3} 的 图 形 
MOKA m 种 原因 ， 分 别 标记 为 1.2... “JM WA, 


| g(tjdt = 1, 
ar Sd eX EN SEE HBR RT DA AAR SE BBS ER piu, 


TS (7.2.1) 
Pra<T<b)= yf Flt, jd 
j=] 
ore Pao (7.2.2) 
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tet mw FF 


LACH HR 7 引起 且 损 失 发 生 在 时 间 ZARARA 


AP RAT 
t 
ight? = | ffs jjds > 0,7 =1,2,---,m. (7.2.3) 
0 
根据 边际 分 布 的 定义 


这 是 与 第 一 音 不 同 的 新 内 容 。 至 于 g(t) RAPHE GO), 有 


a} = ht) 
G(t} = f gisjds = 3 [ f(s,j)ds. (7.2.5) 


Se AMPS AFUE EZAAREMMELR EL. 
用 上 标 (7) 表示 一 个 画 数 涉及 所 有 的 损失 效力 原因 ， 于 是 


t 
WU = Pr(T <t= 0G()= f g(s)ds, (7.2.6) 


per? = Prt 一] 一 ag”, (7.2.7) 
(r) g(t) 1 d (T) 
He — 了 tdr ? 
tt i 一 Ge) per) di 
d 
Gos 二 {r) 


在 数学 上 ， sneeTwawanse FHRASAN. 所 不 同 
的 是 在 应 用 中 对 它们 的 解释 有 老 开 去 了。 
与 前 面 一 些 章 类 似 ， 式 (7.2.1) 可 分 析 为 


f(t, jdt = Pr|T > tlPrit <T <t+dt)n(J = DT > t]. 
(7.2.9) 
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5 (1.112) 相仿 ， 这 引出 原因 7 的 损失 效力 定义 : 


站 FE 用 
AD = 1 = on (7.2.10) 





原因 7 ESR z 十 + 的 损失 效力 可 作 条 件 概率 解释 ， 它 是 在 给 定 
存在 到 了 十 上 岁 的 条 件 下 ， T 与 7 的 联合 条 件 概率 密度 函数 在 
Y 十 上 的 值 。 式 (7.2.9) 于 是 可 改写 成 


F(t, jdt = pOue dt 7 =1,2,---,m,t>0. (7.2.9 重 述 ) 
用 语言 来 表述 为 
BRAG (ERY EESE + 号 之 间 的 联合 损失 概率 
= {zz) 在 给 定 状况 下 存在 到 时 间 t 的 概率 sp 人 7 
x 在 损失 尚未 在 时 间 t 之 前 发 生 的 条 件 


下 由 于 原因 7 而 在 时 间 t+ dt 之 加 
发 生 损失 的 条 件 和 概率 WO) ade. 


对 (7.2.3] 求 导 并 利用 (7.2.10) 可 得 
(7) l d 


一 (7) 
n ps ) dt 
而 由 (7.2.6), (7.2.5) 及 (7.2.3), 
(as? = eg? (7.2.12) 


j=l 


因此 根据 (7.2.8),(7.2.12) 及 (7.2.11), 有 


ws) = >> wet, (7.2.13) 
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jpa 


损失 的 总 效力 等 于 m 种 原因 的 损失 效力 之 和 ，。 
联合 、 边 际 、 条 件 概 率 密度 函数 或 概率 函数 可 用 精算 全 号 来 
表达 ， 例如 : 





fit j) = ph pe (7.2.10 重 述 ) 
h(i) = wo, (7.2.4 重 述 ) 
a(t) = pP ps (7.2.8 重 述 ) 
of oF Ha Se it fal t, J A APR eR 
ngr =p = FED Hate (7.2.14) 
JORE 


最 后 ，{7.2.3) 中 的 概率 可 写成 
| t 
aP = f Puid (7.2.3 重 述 ) 


例 6.21: 考虑 2 个 损失 原因 的 包 章 损失 模型 ， 其 损失 政 力 分 
别 为 


qa _ t 
@y 工 
t OQ, 


计算 这 个 异型 的 联合 、 边 际 、 条 件 概率 密度 阔 数 或 概率 函数 ， 
解 ， 既然 
WO = 4 2) _ st) 





BBA AL Te E 
t 
O = xp f tla 


exp[—(t* + 2#)/200] 4 > 0. 
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TEIT SJ RRR or BE 38 A og BA 


exp{—(¢* + 24) /200] *>0,7 =1, 


È 
Keid= | T exp[—(t2 + 2£)/200] 4 > 0,j =2, 


100 
T 的 边际 概率 密 庶 函数 为 
g(t) = sft j) an 00 Pl- (£ + 267200}  t>0, 
了 一 1 
J Rad tp RR BA 


~ J fr fa, ldt j=l 
=d T F(t, 2\dt 72 





h(2) 较 易 计算 : 
o = em enn 
0 
0.005 f 1 2 
= ae V2710 A ro Pt /200]at 


作 变 量 代 换 z= (t +110, 得 
(2) — 1 eae | 
= 1 asya — (0.1)] = 0.1159, 


= exp (—2°/2Q)dz 





其 中 O(2) 是 标准 正 态 分 布 N(0,1) 的 耸 布 函数 。 与 些 同 时， 有 
ACL) = 1 — A(2) = 0.8841. 最 后 ， 由 (7.2.14), 在 给 定 损失 时 间 t 
的 情况 下 ， J AR) Se AE AER pg Beh 
to j= 
hilt) = 41 47 
(3|t) | a j= 2. 
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Bl 7.2.2: 按照 例 7.2.1 中 的 联合 分 布 ,计算 BT] 及 EB[T|J = 
2]. 
解 : 用 边际 概率 密度 函数 g(t 计算 


exp[—(t? + 2t)/200}dt. 





t+ 1 
00 


EIT) =| {= 
根据 定理 1.4.1 进行 分 部 积分 ， 可 得 


E(t] = —texp[—(t* + 22)/200]|9° 

+ f exp- (t? + 2)/200]dt 
$ 

0 + 100A(2) = 11.59, 


| 


用 给 定 了 三 2 时 字 的 条 件 概率 密度 图 数 gaJ = 2) = 
f(t,2)/h(2) 计算 ， 


B[T|J = 2] = ia t{1007} exp[—(#? + 24) /200]} /nh(2)at. 


DLE ASP BT IK EMEA : 
EIT|J = 2) = B(T + 1)-—1|J = 2] 
1 ct 十 1 > 
as/ rog expl 一 起 + 2t)/200)dt — 1 
= —(0.1159)~* exp[—(¢ + 2¢)/200]]9° — 1 
= 7.63. 





Bl 7.2.1 与 例 7.2.2 表明, —H TEI MRSS PB BAB, 
J Bos Sp Fh Sj AE SD T EA SM, SEG 3 A th, BE ee E, 

住 某 些 特别 场合 的 应 用 中 ， 以 上 模型 党 作 适 当 修 正 。 当 这 些 
应 用 中 在 某 个 时 刻 的 损失 概率 为 正 时 , 终止 时 间 T 的 连续 型 分 布 
ATERAT. 
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aa 


XMBSH-TAFAR ABM BRAT NBA GTM. A 
一 个 例子 是 退 保 时 不 支付 受益 的 定期 人 寿 保险 。 这 样 ， 在 缴 村 后 
直至 下 次 缴费 日 前 ， 被 保险 人 不 会 退 保 。 这 里 不 打算 将 记号 推 [ 
以 便 包 括 这 种 情形 ， 在 $7.7 RPA TE Re. 

与 第 三 章 类 似 ， 了 全 的 整数 部 分 随机 变量 K, 是 在 损失 前 经 过 
的 整 值 年 数 。 KOT 的 联合 概率 函数 为 


_ 广 Da de 
一 KP f PO kA psd 
= pq, (7.2.15) 
其 中 ， 
ae = -f Po tte gy As (7.2.16) 


(比较 重 述 的 (7.2.3)) 。 在 给 定 残存 到 otk 岁 情况 下 ， 不 管 何 
HARA BREE er tk Ser tk+1l SAMARIA 


T 
下 了 十 大 


1 
) 
gs = j PO ny es 
— (7) 
— [ ULL ktat 
= S, (7.2.17) 
j=l 


式 (7.2.16) 4 (7.217) 揭示 了 为 何 多 重 损失 理论 也 称 为 竞争 风险 
理论 。 由 原因 7 引起 在 年 龄 十 让 与 十 十 1 ZAMS 
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HF peyel < s <1, 从 而 依赖 于 各 成 份 的 效力 。 当 其 它 损失 
效力 增强 时 ， spt NS, Bz gD), 亦 减 小 。 


67.3 随机 残存 组 


考察 一 组 BIG 个 生命 ,每 一 个 的 损失 (终止 ) 时 间 与 原 
因 的 分 布 由 以 下 联合 概率 密度 函数 确定 : 


FJ) = pr pw? t > 0,4 = i, 2, s. TY 


在 年 龄 > 与 了 十 如 之 间 因 原因 j 而 离开 的 成 员 数 随 机 变量 记 为 
»DY x > a, 期 望 信 记 为 dP 


. , rth 
nd?) = Ep DO] = 1) o pdt  (T.31A) 


如 通常 一 样 ， 当 二 1 时， 可 省 士 DO 与 dP mare. 


DD = 和 DB 
jel 
定义 
nd? = Eh D] =E de, (7.3.1B) 


j=l 


用 (7.3.1A) 可 得 


ndg” 


ES T Wy ulat 


j=l 
r+n— 
= If) f pu) adt (7.3.2) 
I 


WRA CO (x) ERRE po 岁 成 员 组 在 x 岁 时 的 残存 
数 随机 变量 ， 类 似 于 (1.3.1), 定义 


KO = Bice) = 1 ap), (7.3.3) 
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对 nn 二 1 时 的 (7.3.1A&) RRs =t (r-a) 可 得 


利用 (7.3.3) 及 (7.2.16), 有 


dy } fo) 


i 


ap?) J 


= Ñ? D 


pe? ,ds 


(7.3.4) 


这 些 结果 使 得 我 们 可 从 履 ? 与 dP 的 数值 表 得 出 px 与 ge? 
数值 表 ， 两 表 都 称 为 多 重视 突 表 (multiple decrement table) 。 
例 7.3.1: 根据 以 下 损失 概率 表 建 立 相 应 的 应 与 路 ”的 数 


ER. 


65 


可 以 设想 ， 这 是 一 个 二 损失 场合 ， 
2 则 对 应 于 退休 。 这 个 例子 显示 出 ， 
解 : 任意 给 定数 值 2 = 


=, 


» AË ， 


Ga 

0.02 
0.03 
0.04 
0.05 
0.06 
0.00 


1000, 用 (7.3.3) 


Gz 

0.05 
0.06 
0.07 
0.08 
0.08 
1.00 


{1} (2) 


尿 因 1 SEP SET, AA 


?0 岁 是 强制 退休 年 龄 。 


与 (7.3.4) 可 得 下 


59.24 

60.26 

58.98 
557.00 


其 中 dL? = Ug) dP — G2) 

AX TMM, eA = Ld) dP 差异 至 
多 只 能 是 舍 入 误差， 

我 们 继续 此 例 ， 求 几 个 概率 : 

(7) (7) (7) 


apis = py pet) = 0.93 x 0.91 = 0.8463. 
ade = Pi pO g® = 0.91 x 0.89 x 0.05 = 0.0405. 
ager = aÈ +p = 0.07 +0.89 x 0.08 = 0.1412. 


本 例 算 得 表格 的 最 后 3 列 可 用 来 得 出 同样 的 概率 ， 结果 精确 到 4 
位 小 数 ， 


(7) 
= O_O _ 9.8463 
266 1) ~ 1000.00 488: 
d) 37.66 
he = 8 -一 — 9.0405, 





1) ~ 930.00 
66 


(2) 


diy +d 59.24 + 60.26 
2067 rr 


= —_—_——- = 0.1419. 
Ko $46.30 


| 


87.4 ”决定 性 残 在 组 


总 的 损失 效力 也 可 看 作 总 的 (名 义 年 ) 损失 率 ， 而 不 作为 条 件 
概率 密度 。 从 这 个 观点 看 ， 一 组 U 个 a 岁 生 命 随 闭 年 龄 增加 
其 成 员 数 按 决定 性 损失 效力 Dy > a wa, AIO Da BH 
GE x 岁 时 的 残存 者 个 数 为 

I) = KP expl- f afda) (7.4.1) 


在 年 龄 与 xz 十 1 之 间 总 的 减少 数 为 
yr} 


d= I na = P1 — ‘or 
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Kn) 一 p] = [gl 


于 


根据 定义 或 对 (7.4.1) RFA 


这 些 公式 与 负 .4 中 有 关 生 命 表 的 公式 相似。 


+ 1 
WL — expl- p t (Pay)) 


(7.4.2) 


(7.4.3) 


WEE m 种 损失 原因 ， 并 假定 x Be? 个 残存 者 未 来 
终 将 因 这 些 损失 了 结 。 于 是 这! 个 残存 者 可 视 为 由 m 个 不 同 小 
组 构成 ， 小 组 ja 个 成 员 ， 他 们 未 来 将 因原 央 j mit, 


于 一 二 ,二 自然 ， 


j=] 
MA EM 7 Sl de A 
Gi) AW) 3 
7} _ to — loth 一 1 aly? 
Br 0 (r) GEF 
-0 hl {D dx 


改换 变量 符号 后 ， 式 (7.4.5) 可 写成 
di? — Kudy, 


从 二 2 到 Y= 二 Zz 十 1 积分 ， 得 


. . r+ ， 
(12, a= [IOa 
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(7.4.4) 


(7.4.5) 


(7.4.6) 


(7.4.7) 


xf 79 = 1,2,---,m 相 加 ， 得 


立 十 1 
dn) = f Kudy. . (7.4.8) 
在 (7.4.7) 两 端 除 以 LO, 还 可 得 


(3) 
d: r+] 了 
y=/ way aa) 


se, g ep Aes REE PRA ctl eR 
结 的 比例 。 

与 生命 表情 形 一 样 ， 决 定性 模型 提供 了 多 重 损失 理论 的 男 一 
种 诺言 与 概念 框架 。 


87.5 ”相应 的 单 重 损失 表 


对 于 在 多 重 损失 模型 中 确认 的 每 一 个 损失 原因 ， 有 可 能 建立 
相应 的 单 重 损失 模型 。 定 义 相应 的 单 重 损 失 模 型 本 数 如 下 : 


tp pi?) 一 epl 了 ys} ds], 
dP = 1-4. (7.5.1) 


象 id'2 那样 的 量 在 生物 统计 学 中 称 为 FARM A(et proba- 
bilities of decrement), 在 有 些 场合 称 为 kat % # (independent 
rate of decrement) 。 这 里 净 、 独 立 的 含义 在 于 ， 原 因 了 在 i190 
的 决定 过 程 中 并 不 与 其 它 损失 原因 竞争 。 本 书 将 采用 的 术语 是 绝 
at 4 k #(absolute rate of decrement), 而 避免 使 用 概率 这 样 的 词 
E. BS ol ERREEN 3 +j 之 各 由 原因 了 引起 的 损失 
Me. CS id’! RA. ip? 与 op? 不 同 ， 也 不 一 定 是 一 个 
生存 函数 ， 因 为 并 不 要 求 lim， coo ip) <0, 
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尽管 加 
| u ledt = Om. 
0 
但 是 由 【7.2.13i 只 能 得 出 ， 至 少 有 1 个 7 使 得 
/ ue} dt = oO 


可 能 有 些 损失 原因 使 该 积分 有 限 。 

观察 单 重 损 兴 原因 起 作用 的 随机 生存 系统 机 会 渺 充 。 在 雇员 
受益 计划 中 ， 退 休 、 残 疾 与 自愿 终止 使 得 直接 观察 单 重 损失 原因 
的 实际 作用 成 为 不 可 能 。 在 生物 统计 应 用 中 ， 任 意 次 定 的 研究 其 
与 观察 中 止 ， 也 妨碍 了 观察 单 重 损失 原因 。 

在 87.6 中 将 会 看 到 ， 建立 多 重 损失 模型 遂 常 第 一 步 是 选择 绝 
对 损失 率 ， 并 为 获得 概率 gy 作出 每 年 损失 的 影响 范围 假设 。 

一 . 基本 关系 

首先 注意 ， 

(1) (m) 


py = exp{- f ee + we te ‘+ 4 ,|ds} 


_ Te. (7.5.2) 
t= 1 
ARRADA REI. CEPA RA ARE 
BVEBMARH PHR., 
现在 来 比较 绝对 率 与 概率 的 大 小 。 由 (7.5.2) 可 见 
ip? > ip, 
M if 
ep ni) G) >y pry JA 


在 区 间 (0,1) 上 对 t 积 分， 得 


l 
gi?) 一 f iD 9) u? di > | pT) p T) ti) :dt = 一 gid). (7.5.3) 
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其 它 损失 原因 可 促使 pD BAT pl’, 这 导致 相 应 的 绝对 损失 


率 与 损失 概率 的 老 异 。 
二 ,多 重 损失 中 位 率 
回忆 81.5 中 在 r 岁 时 的 中 位 死亡 素 Me, 根据 定义 式 (1.5.9), 
„= {5 Petar edt — fo Ca x (7.5.4) 
Jo eprdt jo lttdt Lz 


mz 是 年 龄 了 与 了 十 1 之 间 死 亡 效 力 的 加 权 平 均 。 
在 多 重 损失 场合 ， 也 可 定义 类 似 的 中 位 率 。 总 损 因 中 位 损失 
#(central rate of decrement from all causes) 定义 为 
fp Eee ©) at 
fo Pz Pd 


CE Ot <1 HWRE. RUHA, AAJ PRR 
(central rate of decrement from cause 7) 定义 为 


GF a 
mF = [owe Hendt Pe Peti (7.5.6) 


À fo pe? di 


(7.5.5) 


它 是 AD,0<t< 1 的 加 权 平 均 。 显 然 


FF} 
mi? = y mt?) 


q=l 
相应 的 单 重 损 失 中 位 率 定 义 为 
MD J pe eat (7.5.7) 
pds 9. 


这 也 是 HS), EEA MIME, 1 BARA pP 而 不 是 
pe BT. mee wD), OSES ARR, MAG my 
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m = pO: 如 果 pO), et Bm, BA mD > mY; 如 
gy, 是 的 递减 函数 ， 却 么 mY? cmp, 
中 位 率 可 提供 从 dO 到 99) 的 方便 然而 近似 的 处 理 办 法 ， 
反之 亦 然 。 
三 .常数 损失 效力 假设 
首先 假设 ， 每 年 的 各 损失 效力 为 常数 ， 即 


p= 0<t<l 


随 之 
n= 0O<t<l. 


于 是 有 


- l a 
D = | pO pdt 


be (7), (7) pe (7) 
af Bud = ae), (78.8) 
Hz H 


T 





ER ARR, LA 


ui = —log pi. 
uD? 一 — log po) 了 =1,2,-+-,m 


因而 由 (7.5.8) 可 得 出 


log 
gP = EP e gn). (7.5.9) 
log pè 
这 个 公式 与 (7.5.2) 一 起 ， 可 用 来 根据 gz 7 = 1,2,…,m 计算 
2 
dr 号 


从 方程 (7.5.9) 可 解 出 qP, 
gP a4 -f1 gO E (7.5.10) 


294: 


这 个 结果 对 于 由 给 定 损失 概率 得 出 绝对 损失 率 有 用 。 


注意 ， to oP 或 pl? 0, 那么 (7.5.9) 与 (7.5.10) AH 
处 理 。 


四 ， 多重 损失 均 名 分布 假设 


公式 (7.5.10) 在 另 一 种 假设 下 也 成 立 ， 那 就 是 每 种 损失 在 每 
一 年 中 均匀 分 布 假设 ， 即 


相 加 可 得 
igh”) = l pi) = tfn, 


根据 (7.2.11), 在 同样 假设 下 有 





pp =q 0<t<l, (7.4.11) 
mp _ gi) B g 
T+t pe” 1— tas” 


于 是 


gf 


1 一 expl- f pe) de 


l qi? 
1 - expl- | 1 


(G) 
i — expl Fytog = ge) 
Gz 


与 公式 (7.5.10) 相同 。 进 一 步 的 关系 可 参考 习题 21 。 
例 7.5.1: SER] 7.3.1, 根据 (7.5.10) 计算 gf) B®. 
RE: 计算 结果 列表 如 下 : 
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x gh 1} qi?) gi Fj gi) 

65 G.02 06.05 0.02052 0.05052 
66 0.03 0.06 0.03095 0.06094 
67 004 0.07 0.04149 0.07147 
68 0.05 6.08 0.05215 0.08213 
69 0.06 0.09 0.06294 0.09291 
Yü 0.00 1.00 一 - -一 





在 70 岁 时 ， 由 于 强制 退休 ， 已 盘 须 g% 人 与 wy) | 


87.6 ”多 重 损失 表 的 构造 


在 建立 多 重 损失 模型 过 程 中 ， 最 好 能 有 可 直接 用 来 估计 概 束 
喀 ， 的 有 关 损 失 年 龄 与 原因 的 数据 .庞大 成 熟 的 雇员 受益 计划 可 甬 
会 有 这 样 的 数据 , 但 对 其 它 -- 些 计划 , 这 样 的 数据 通常 并 非 现成 
一 种 蔡 代 方法 是 通过 相应 单 重 损失 率 的 适当 假定 米 建立 模型 ， 这 
种 模型 的 合适 与 否 须 经 以 后 获得 的 数据 检验 、 

一 惑 选 定 了 称心 的 相应 单 重 损失 表 ， 就 可 用 87.5 的 结果 完成 
建立 多 重 损失 表 的 过 程 。 从 关于 了 一 了 2 m 及 所 用 的 组 
py) 出发， 用 (7.5.2) 可 算出 pp, 进而 wm 二 1 of) 

ii 7.6.1: XFL FS A 2 Ry fit Seek , 用 (7.5.2) E (7.5.9) 
得 出 相应 的 多 重 损 失 表 。 大 致 上 ， 和 精算 师 已 考查 了 有 关 成 员 组 杀 
符 年 ， 并 认定 以 下 单 重 损失 表 所 列 损失 率 是 合适 的 ， 还 假定 损 册 
3 乃 退 休 ， 可 发 生 于 65 到 70 之 间 ， 而 在 70 岁 时 是 强制 的 。 


68 0.035 0.02 0.10 
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解 : 公式 (7.5.2) 可 改写 成 ， 


J = 
gn =1- TI -2). 
1 二 1 
同时 根据 (7.5.9) 以 及 强制 退休 条 件 可 算出 以 下 囊 中 的 概率 。 全 
干 多 重 损失 表 部 分 的 建立 ， 与 例 7.3.1 相同 。 


85 007802 0.01940 0.01940 0.03012 
66 0.10183 0.02401 0.01916 0.05867 
67 0.12545 0.02851 0.01891 0.07803 
68 0.14887 0.03290 0.01866 6.09731 
69 9.17210 0.03720 0.01841 0.11649 
70 1.00000 0.00000 0.00000 1.00000 


69 616.39 22.99 11.35 71.80 
70 510.31 0.00 0.00 510.31 


% pS) 0 mt ps) =O mf, (7.5.9) 5 (7.5.10) 无 法 使 用 ， 

此 时 需要 用 其 它 办 法 来 代替 。 其 中 一 种 特别 调整 方法 基于 相应 症 
重 损 类 表 的 损失 分 布 假设 ,而 不 考虑 多 重 损 失 概 率 ， 首先 考察 在 
等 一 个 单 重 损失 表 中 的 (每 一 年 龄 ) 损失 均匀 分 布 假设 。 以 下 只 有限 
于 3 种 损失 的 场合 ， 有 关 方 法 与 公式 很 容易 推广 到 m > 3 的 情 
形 。 在 所 述 均匀 分 布 假设 下 ， 

pO =1-t@ j=1,2,%0<t<1, (7.6.1) 

i . d 3 HG 
tP Duet. 一 rive, 2) =g D, (7.6.2) 
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据 此 ， 


git} 


ry {1 
[ ye) dt 


3 
= [ Pe Heat's (P's dt 


_ 1P f a- tqt) 1 — tg’? dt 
3 
— gP _ > (a #{2) a 4 T i (3) (7.6.3) 


is o®) 也 成 立 类 似 公式 。 可 以 验证 


gD 4 g2 4 gi) = _ g) 十 gf) ) 十 i? 


“ig 2g? $ qf Vg 4 i Ng (gg 


=1- fig pg Py gO ag. (7.6.4) 


例 7.6.2 REAR RRR ENA A, W 
据 例 7.6. 1 数据 得 出 65--69 2 Ay hse ee 
解 : 运用 {7.6.3) 计算 结果 列表 如 下 : 


T 


65 0.020 0.02 06.04 0.01941 6.01941 0.03921 
66 0.025 0.02 0.06 0.02401 0.01916 0.05866 
Br 0.030 002 6.08 0.02852 6.01892 0.07802 
65 0.035 0.02 0.10 9.03292 0.01867 0.09797 
69 0.040 0.02 0.12 6.03723 0.01843 0.11643 
一 一- 一- A LS L a 


这 些 概率 与 例 7.6.1 根据 (7.5.9) 得 出 的 概率 很 接近 . 

在 某 些 场合 ， 根 据 已 知事 实 吉 要 用 到 特殊 的 分 布 ， 以 下 例子 
说 明了 对 一 种 损失 使 用 特殊 分 布 的 过 程 。 

例 7.6.3: 考虑 3 种 损 因 的 场合 ， 它 们 是 死亡 、 残 疾 与 退出 
设 死亡 与 残疾 的 绝对 率 分 别 为 dP, gf 在 相应 损失 表 的 每 - -年 
龄 中 均 句 分布。 让 退出 的 绝对 素 为 (Ê $A Oe Ree oe, 


‘Zoe - 


(1) 给 出 3 PAE cs PR ctl 岁 的 1 年 内 损失 概率 公 
式 。 

(2) 如 果 假 定 相应 半 重 损失 模型 中 的 退出 只 发 生 在 年 中 或 年 
+, ALAS, WA lO, 亦 给 出 损失 概率 公式 。 

注 : 到 现在 为 止 ， 除了 可 能 确认 的 强制 退休 年 龄 外 ， 多 重 损 
此 模型 都 是 完全 连续 型 的 ， 而 且 有 关 理 论 从 多 重 损失 模型 开始 ， 
在 定义 效力 Wj = 12,，……，m 之 后 ， 过 湾 到 单 重 损失 表 。 在 
这 个 例子 中 ， 有 一 个 单 重 损失 表 的 损失 离散 地 发 生 在 所 述 时 间 段 
之 未 。 本 书 并 不 打算 对 这 种 离散 情形 定义 损失 效力 ， 只 是 直接 由 
单 重 损 类 表 建 立 多 重 损失 模型 ， 其 中 包含 前 已 建立 的 (7.2.17) 与 
(7.5.2) 。 

解 : (1) 图 7.6.1A 显示 了 给 定单 重 损失 表 与 一 个 多 重 损失 表 
的 生存 因子 ， 其 中 


T 2 3 
pO =P Owe ta 


zt=1n, pOs pO 有 间断 ， 
lim pe) = — pe D 


#(1} KD (4 — 


if ; =p; P Pa? 


-gs 
在 多 重 损失 胡 中 ， 
O = +? +4 =1-p? =1-pe pL -ge 
按 均 习 分 布 假 设 ， 
g? = [ pO uy) dt = h Po pe pdt 


1) l 
dP f p- Pyat =P- Fa 
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] pet pe 1) 


Ps ‘Ld Pe 112) (1-94, 





1} riž rh a= T 
图 7.6.1A ERAF WO ap api 与 1p 


同 理 ， 
g?) = a y 一 “49 
于 是 
qe = gl?— gg -_@) 
— J— gn, _ g ] — co- gf) + (fg? (2) 
= ppg. 
注意 到 


jim sp }— lim pin = pi Df) gi) = g®), 
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t= 1 taps? 的 间断 等 于 gl | 
2) 此 时 ， p pP 及 yy? 仍 与 图 了 .6.1A i aR FH fEl, 而 2p’ #{3) 


Be apy ) AE t= 1/2 F t=l1 abil. mA 7.6.1B 所 示 ， 


门 
Py 







A) a 
aaa 


， aes 1 oth 
RPE api (1-24: 


a) en at 
PP Ps (1-4) 
: 

1 


t 





图 7.6.1B RAF pO 与 ipt 


与 前 面 类 似 ， 
1/2 
w= OP n- ae gf fl = tg he 
— AD, la 1 3) (2} (3 
Hg 
(2)_ 2, loa 1 3 
via (i 2 _ lf > (1) (3) 
于 是 
g?) = l-p gil 一 gi?) 
— _ pO in 7) _ gh) _ gi) 
O go? 3 (2), 5 
{i — -qu + =e qe) 
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87.7 FERRER RAR BH 
当 受 益 赌 付 金 额 依赖 于 被 保险 人 死亡 方式 时 ， 就 需要 应 骨 多 


重 损失 模型 。 在 x 二 + 岁 时 原因 为 了 的 捉 失 受益 金额 记 为 BY, 
Wl 24 FEAR. BB 


> 人 (7.7.1) 

j=l 
Em=1H Bu) = 1 if, EÈ 4 成 为 死亡 即刻 赔付 终身 人 
寿 保 险 的 净重 缴 保 费 。 与 本 章 主 旧 较 切 合 的 例子 是 RHEE 
款 {double indemnity provision), 当 死 亡 系 意外 事故 所 致 对 , 提供 
双 倍 死亡 受益 。 设 J 二 1 代表 死亡 系 意外 事故 引起 ，J = 2 代表 
其 它 情况 的 死亡 ,于 是 含有 驱 倍 补 伏 条 款 的 中 年 期 保险 的 清和 是 缴 
保费 由 下 式 绽 出 : 


A2=2f vo oatt f vp dt (7 


至 此 ， 以 积分 形式 表示 兆 是 缴 保 费 并 未 完成 数值 计算 的 任务 ， 为 
此 , 第 一 步 将 积分 表达 式 分 解 成 只 涉及 1 年 的 积分 , 如 对 式 (7.7.2) 
中 第 1 个 积分 ， 有 


flat = ven f vp psd 


k=0 


现在 假定 ， 多 重 损失 模型 中 的 损失 在 每 一 年 均匀 分 布 ， 于 是 


l 
f op un) de Yoh oe (1 +4)" "ds 


»n—l 
_ ? SA 


il 
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对 式 (7.7.2) 中 第 二 个 积分 运用 类 似 的 手段 ， 并 与 以 上 所 获 竺 条 
相 结 合 ， 得 到 


: Ph—1 
— Z 了 2 
A= l vp (200), + dak 
_ > yk pg) 4 4 23 whtl pg (7.7.3) 
— A 10) D t Ava: 


其 中 ALO 是 对 意外 事故 死亡 保险 的 1 A ER R RER 
Oe. A 是 对 不 管 何 种 原因 死亡 均 保险 的 1 A AR 
TARR. 这 里 的 xpg) 可 作为 生存 组 画 数 从 死亡 表 获 得 , 在 aL), 
能 够 获得 的 情况 下 ， 为 计算 (7.73) 就 毋须 建立 完全 的 二 重 损 失 
表 。 

以 上 例子 较为 简单 ， 其 中 受益 额 并 不 依赖 于 损失 年 龄 ， 因 而 
在 同一 年 中 就 更 不 必 说 了 。 为 研究 更 复杂 的 情形 ， 考 察 2 个 损 因 
的 多 重 可 拓 模 型 ， 为 简单 起 见 ， 芭 BO =t, BO. = 0t>0。 
E, PES RRA 


fF tut pO) nO) dt 


oc | 
> osz f (A+ 8)» 0 pe we ds. 


A 


在 每 1 年 的 (多 重 损 失 模 型 ) 损失 均匀 分 布 假设 下 ， 
A= ye, pig? f (k+ s)(l 十 分 一 ds 
k+i ) (1) ? l 1 
De pE gels 人 十 5 一 z) (7.7.4) 
=0 
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i i lo 1 

二 Skog 
TEREFE k+ HAA aem mAn N 7/6 WE 
肇 赔付 的 校正 系数 。 (7.7.4 中 的 保费 值 可 用 


el 
> pet lt) g$?) Ak +z 5) (7.7.5) 
= 


作 很 好 的 近似 ， 它 也 可 从 按 中 点 规则 计算 积分 
1 
f e+ sya ti) ds 
T 


的 近似 秆 得 出 。 
在 实践 中 ， 当 BN 较为 复杂 时 ， 象 [7.7.5) 这 样 的 近似 公式 
Mrz, Bu, +71) 中 的 积分 应 用 均 杀 分 布 很 设 ， 有 


ai 1, 
> or pg), f Boa + i)’ sds. 
k=0 
再 运用 中 点 规则 近似 积分 ， 就 得 出 -- 个 有 用 的 净 宇 缴 保费 表达 式 
> „¥+1/2 wart, Bt Daye (7.7.6) 


k=ù 


在 37.6 中 ， 曾 讨论 过 损失 均匀 分 布 假设 不 适用 的 情形 ， 在 那 
种 场合 , SRAM. 重新 考察 例 7.6.3, FER ART iB i 
原因 的 单 重 损失 模型 中 ， FP SERRA 均 为 3592 l 
E r+ t> 0 SREBRA BË), EPERERA 


o 
B L/2 pl3) (1 2 
3 ] 2 
Ay Then, 一 (helt — an 
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这 里 ， 所 涉及 的 损 拓 分 布 相应 于 单 重 损失 表 ， 而 不 是 多 重 损失 模 
型 中 的 损失 分 布 。 一 种 可 行 的 近似 乃 取 利 息 因子 的 平均 3。 以 及 


退出 受益 的 平均 
1 (3 3 
Ba+k = 3 Beena + Boles] 


细 果 利息 与 受益 项 分 别 代 之 以 几何 平均 与 算术 平均 ， 那 么 利用 人 
7.6.3 中 得 出 的 qt 表达 式 ， 可 得 


è 


3 
A > SO atta pl gg Boh 
k=0 


(1 +i)! 二 vktl lg?) Bare. 


上 式 最 后 一 个 表达 式 可 解释 如 下 : 在 退出 年 末 提 供 受 益 Bia, 并 
由 (1 十 们 M4 作 调 整 ， 以 反映 退出 受益 的 支付 平均 而 言 要 早 1/4 
年 。 

为 简明 起 见 ， 这 一 章 并 未 按 第 四 章 的 方式 叙述 保费 决定 问 
题 。 其 实 ， 保费 问 题 完全 可 以 道 过 引入 亏损 函数 并 运用 平衡 原理 
解决 。 辟 如， 考虑 当 (r) Er 岁 之 前 因 意 外 事故 死亡 时 赔付 QB, 
其 它 原因 死亡 时 赔付 B, 而 在 ” 岁 之 后 不 论 何 种 原因 死亡 均 赔 付 
BB 的 保险 ， 其 保险 费 记 为 4 。 这 里 有 两 种 损 因 ， 设 了 = 1 对 应 
意外 事故 原因 ， 了 = 2 对 应 非 意 外 事故 上 原因， 保险 人 的 亏损 函数 
(参见 第 四 章 ) 为 


根据 平衡 原理 五 [五 = 


和 一 
A= B | ve ipl yt dt 十 B v pP uE) dt. 
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容易 验证 ， 
Varl] = B’ Bf vpt dats f vt pt wo dt] ~(A)*. 
0 


MF 2 RH (7.7.1) 给 出 的 一 般 情 形 ， 有 


ww 四 = B= | BY) ot -Ap yp?) dt 
= =f [B oP we Tie dt- (A). (7.7.7) 
习 题 
87.2 


1. 2) = wp? j= 1,2,---,m,t>0, BH 
(1) fi#,2), (2) Ai), (3) g(t) 
AA, HRT S J4. 
282 RANS BAR RAM IIA 
(1) 1 


Hr = 100 — (248) E< 100 一 z, 
(2) 2 _ 
Hait = J00 le +h t < 100 ~— 2x. 
Mt e = 50 7 EL PS we BY Be So RY RAT 
(1) f(é,3). (2) g(t). (3) Aly). (4) 
Atgit). 
7 .3 
3. 用 例 7.3.1 中 从 出 的 多 重 损 失 概 率 计 算 : 
(1) apes (2) ajas: (3) sags 


4. PRAGA BRM Bis Hi TMA AS HSE, 
每 届 有 1000 A. Ai 
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EmA UR 
wey) SWE OG = 1] KERAM U=?) 完成 一 学 年 守业 


人 (党 年初 学业 失败 G =) AERA US) ae 


0 0.15 0.25 0.60 
1 0.10 0.20 0.70 
2 0.05 0.15 0,80) 
3 0.00 0,10 0,90 


Bee 


(1) 毕业 生 人 人 数 的 期 望 值 是 多 少 ? 方差 及 是 多 少 ? 

(2) 4 年 学 习 期 间 学 业 失 败 人 数 的 期 望 值 是 多 少 ? ee 
和 多少? 

5. 根据 习题 4 的 数据 构造 多 重 损失 表 ， 并 用 来 求 

1) 随机 变量 J( 离 校方 式 ) 的 边际 分 布 , 这 里 了 按 学 业 失败 、 
其 它 原因 辍学 、 毕 业 分 别 取 不 同 值 。 

(2) 给 定 第 3 年 终止 学 业 的 情况 下 ， 终 止 方式 的 条 件 分 布 。 

87.4 

6 iw) =1/la-2),0< 2 <a, AR pe? =1, K =a, 
导出 以 下 其 的 表达 式 : 

1) ， (2) dQ. (3) a’. 

T. 设 由 D -2z1(a 2?),0 <a < Va, UR Ms’ =c,c> 0, 
并 假定 GO = 1000, Su? 的 表达 式 。 


8. 得 出 以 下 导数 的 表 这 陈 : 
(1) £ kn. (2) Ag. (3) = Lig’), 
7.5 


9. 过 多 重 损失 模型 中 损失 均匀 分 布 假设 下 ,用 习题 4 的 数据 
计算 数值 表 0,j 一 12,3( 其 中 大 是 整 人 持续 时 间 ) 。 

10. 设 uD, wee Ot <1, SHA CH aps ) 表示 的 公 
È. 

(1) gf. (2) me’. (3) ge”. 

ll. ELURRA $5 BLE. HE EH 
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iT] ra Ci} 
(1) mi) — se y+ (2) mie? = str? : 


1—(1/2)q" (1/2205 ' 
(3) mU? = — 人 (4) (tT) __ re 
1-{1f2}qg°? fe + mt 


mid wf hat 





(5) qe? = (6) 9 = 


IHG Zm? ° 1+(1/2)mi? i 


12. Hg), aP, mO 按 大 小 排序 ， 说 明理 由 。 

13. 在 一 一 个 多 重 损失 宸 中 给 出 g = 0.02, gP = 0.04, i 
算 TA ; 精确 到 第 和 4 位 小 数 ， 

14. 对 于 一 个 双重 损失 表 , BH mY = 0.2 以 及 gË = 01, 
分 别 按 以 下 假设 计算 a), AAAS 4 位 小 数 ， 

(1) 多 重 损失 模型 中 损失 均匀 分 布 ， 

(2) AM ARASH RAE a, 

15 ERAS PRIS SRE, MIM A 的 
BRENER mE, j= 1,2,k = 0,1,2,3( 其 中 上 是 整 信和 持续 
时 间 ), 精确 到 第 4 位 小 数 ， 

16. 设 损失 可 能 归 因 于 死亡 (J = 1) 、 残疾 (J = 2) 起 退休 
(J = 3), 根据 下 表 给 出 的 绝对 率 ， 用 (7.5.9) MS eI E. 

Sma gel gO GG 


62 tex 0.030 0.200 
63 0.022 0.034 0.100 
64 0.028 0.040 0.120 
I7. 根据 习题 16 中 的 绝对 损失 率 ， 用 中 位 率 过 瀑 重新 计算 
LER, 
提示 : 首先 用 公式 
mF) ox g? r 1 J 3 
me * apa poe 
计算 mP, RPA REA HE RH IY EE 
接着 假定 mY? & m5 = 1,2,3, 并 由 


_ dy 7 di? 
i _ AK LH) = 
1) YL (A/D + (1/a)d 14 (1 /2m 
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fa th go, 这 个 关系 式 在 多 重 损失 表 的 总 损失 均匀 分 布 假设 下 成 
y 但 是 企 所 述 条 件 下 


p= ta) # p Pip hp 
3 
= [1- one tg PI - tg), 


即 以 上 条 件 之 间 存 在 不 相 容 性 。 不 过 就 计算 而 言 ， 结 由 还 是 相当 


精确 的 。 
18. HMPA RRR RR: 6) 
7) ew id i {x dr -= 
(1) ms = me. (2) 1 一 (173)8 ~~ 1-(af2)gh"" 
验证 以 上 关系 式 可 导出 
(3) gP EM) gD eae 
1-(1/2)¢) tE 1-(4/2)(08 a) 


并 将 (3), (4) 与 (7.5.9) ,(7.5.10) HE, | 
19. 在 适当 的 损失 均 名 公布 假设 下 ;用例 7.5.1 UH g, gO 
计算 mP mt =1,2,2 = 65,---, 60% BAB 11), 
20. 以 下 哪些 陈述 是 可 以 接受 的 ? 需要 时 于 以 修正 。 
(1) gi) me 
dz ~ apa 
po} 


(2) fs i) at = UD 

(3) gP = fl) -— (1 /2)¢'?), kB, ED BRED, HN 
单 重 损失 在 年 龄 与 十 1 之 间 均 句 分布。 

21. (1) 对 于 基 个 年 龄 z， 某 种 特殊 损 因 了 以 及 常数 Kj, 证 明 
以 下 条 件 等 价 。 


D p= Kn 0<t<1 

© 1a gh oon oO<t<l. 

WE. DSC 0O 

(2) 在 多 重 损失 表 中 ， 如 杂 每 个 损 因 的 常数 效力 假定 


wl =p OsSts1,7=1,2,:--,m 
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Bole, RR a A ah BE 

1g? = tg? O<f<1,7 =1,2,---,m., 
成 立 ， 那 么 请 验证 

a = keg? = OS tS 1,7 =1,2---.m, 


°7.6 

22. 用 习题 bd!) 的 公式 重 做 习题 9 ， 

23. 在 多 重 损失 模型 损失 于 每 一 年 均匀 分 布 的 假设 下 ， 证 明 
) 


D. amt 
Prija 一 Ma. 


24. 如 果 给 出 

(1) fgg?) 或 者 
QO) © 你 将 如 何 建立 多 重 损失 志 3 

25. 在 例 7.6.2 中 ， 设 损失 3 在 69 WIA SA, MEN 


从 型式 
(3) J 1—0.12t 0O<t<li 
“6 =) o t=1. 


换言之 ，1 年 中 的 绝对 损失 率 为 0.12, 而 到 70 岁 ， 所 有 残存 者 部 
将 因原 因 3 而 终止 。 这 与 gy = 1 假定 一 致 。 此 时 信 g 是 多 
po 

26. 在 一 个 双重 损失 表 中 ， 原 因 1 是 死亡 ， 原 因 2 是 退出 ， 
并 假定 : 死亡 在 年 龄 疡 与 卢 十 1 之 间 艾 匀 分 布 ;年龄 卢 与 六 + 1 
之 间 退 出 车 达 到 A 岁 后 立即 发 生 。 在 这 个 表 中 ， É = 1000, 
gs = 0.2, d9) = 0.06dt0, 求 gy 内， 

67.7 

27. ERE 30 岁 参加 -项 受益 计划 ,如 果 工 作 到 强制 退休 年 
he 70 岁 ， 那 么 可 得 每 年 退休 使 300 Ae CLARA SER; 如 果 在 强制 
退休 前 的 工作 期 间 死亡 ， 那 么 立即 支付 受益 金 20000: fn sp ze Be 
制 退 体 年龄 之 前 除 死亡 以 外 其 它 原因 离职 ， 那 么 将 得 到 一 笔 延 和 


"arD + 


LEER, MA 70 岁 开始 岁入 为 300 RARER. BRL 
及 连续 年 金 给 出 30 岁 的 雇员 这 项 受益 的 精算 现 值 表 达 式 。 

综合 题 

28 HES EMRE, (20) 不 在 65 岁 之 前 由 于 原因 2 Bab 
的 概率 是 什么 ? 

29, 

(1) 给 定 (Od, mE, m, 如 何 据 此 建立 受制 于 损失 1 
ee, 2: RB, 3 RA, 4: 退休 的 在 职 服务 群体 的 多 重 损失 
#? 

D 基于 第 (1) 小 题 的 多 重 损失 表 ， 给 出 现在 Yy 岁 在 职 者 将 
来 不 因 退 休 而 是 由 于 其 它 原因 终止 服务 的 概率 表达 式 。 

30. 证 明 并 解释 关系 式 


Gg) =f — sf ip PARE qË) dt. 





k#j 
31. & 
Pe 
w(t) = -HH 5 
j Hr dt 
i) pi) 
wt it 
(t) = T, T at 


并 设 原 央 了 以 及 至 少 另 一 个 原因 在 区 间 0 < 和 1 上 有 具有 正 的 损 
KN 

(1) 证 明 

D wn)(0 ) > w(0), 

Dw) < wl). DEEM--WEO<r clr 使 得 
wr) = wld (ry, 

(2) 8 

-T= 人 2) (2) — win (ede, 
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Es 
I= | [wD — wat. 


(3) 设 Ac 在 区 间 0 < 上 < 1 上 为 递增 丽 数 ， 用 积分 中 值 定 
理 建 立 下 列 不 等 式 : 


= 7 l ] 
mi 一 mp = J [u (t) — wtu Sdi 
[ee -POE 


1 7 
+S w(t) ~ we)? at 


<u) Pte, O<te crc <1. 


{| 


If 


"22o 


第 八 章 ”退休 人 金 计划 估价 理论 


881 引 人 言 


在 精算 工作 中 ， 多 重 损失 模型 主要 应 用 于 退 体 金 计 划 。 这 一 
章 将 讨论 退休 多 计划 参加 者 的 分 担 额 与 受益 额 精算 现 值 计 算 中 用 
到 的 苯 本 方法 。 计 划 的 参加 者 可 以 是 单个 雇主 隐 和 雇员， 也 可 以 是 
从 事 相 似 经 营 的 一 群 雇主 的 雇员 。 这 种 计划 在 退 体 时 通常 为 年 老 
退休 或 伤 残 退 休 提 供养 老 金 。 宪 辞职 场合 ， 可 能 退还 序 缴 额 的 积 
累 值 或 提供 延期 养老 金 ,在 其 它 绿 由 发 生前 死亡 的 话 , 可 能 向 指定 
受 党 人 支付 一 笔 现金 或 提供 收入 支付 。 与 保险 中 称 为 保费 不 同 ， 
这 里 为 满足 受益 成 本 而 须 分 所 的 费用 称 为 醚 出 金 ， 通 常 由 计划 参 
加 者 与 发 起 者 按 不 同比 例 分 摊 。 

退休 金 计划 可 看 作 是 网 置 延 期 生存 年 金 及 茜 些 附属 受益 的 一 
种 体制 ， 其 购买 方式 为 醴 出 金 的 某 种 定期 年 金 。 受 益 金 与 酝 出 金 
的 精算 现 值 平衡 可 以 按 个 人 人 计算， 但 更 为 经 常 的 是 按 所 有 参加 者 
集体 的 某 种 综合 为 基础 进行 计算 ， 与 此 有 关 的 方法 是 退休 基金 累 
积 理论 的 内 容 。 这 一 章 内 考虑 个 别 信 价 (Yaluation) 退休 人 金 计 划 参 
反省 的 受益 金 与 醋 出 金 精 算 现 值 ， 综 合 值 可 以 通过 对 所 有 参加 者 
的 相 如 得 到 。 估 价 退 休 金 计划 的 受益 及 醚 出 的 基本 丁 上 其 将 在 这 一 
章 里 讨论 ， 而 它们 应 用 于 计划 的 基金 累积 方法 将 引 至 第 十 四 间 。 


88.2 J&R why 


出 发 点 是 一 个 多 重 损 失 (服务 ) 表 ， 甚 中 给 出 参加 者 的 残存 组 
在 各 年 龄 的 状况 ， 并 可 得 出 离职 、 ERAT, ARKEA, ARE 
AME, Eo 岁 刘 十 1 岁 年 度 的 这 些 概率 分 别 为 oo? oh”, 


-273 - 


(QO, gy, 与 第 十 章 的 符号 一 致 。 UF REESE LEMREAR 
KI gopmere, CO 是 任意 设 定 一 个 入， 于 是 有 


= (+ +a + = O 


这 个 函数 可 用 来 计算 ps 其 表达 式 为 
(7) 





l te 
KP? = 一 ay 
ty 
E AY H A He 8 IA, 
pp”) =i pop? 1. 


TERS AREER AA SEERA RUSE IR JE ERE E 
们 分 别 记 作 oP, WO? 。 在 某 些 年 龄 可 出 现 间断 ， 主 要 
是 合 PRAET 的 最 低 年 龄 a , 以 及 强制 退休 的 终极 年 龄 由  。 通 
常 假定 1 = 0, 但 有 时 也 可 假定 I £0 而 达到 u 岁 的 所 有 有 退 
hE oF A EERE BS, 

在 早年 服务 期 ， 离 职 率 倾向 较 高 ， 府 职 受 蔓 只 能 是 参加 者 酝 
出 爹 按 利加 的 积累 。 经 过 一 段 时 间 , BUS, 离职 者 可 获得 延 
期 退休 人 金 。 如 果 这 些 情况 成 立 ， 那 么 就 可 能 需要 在 适当 年 数 中 使 
AAR SRA, RARE BRERA, MEHR 
FE TEAM IRA, WPA, CK RT, E 
这 一 章 中 ， 只 指出 进入 退 体 金 计 划 的 年 龊 ， 并 不 说 明 是 否 采 用 纤 
合家 、 选 拌 表 或 者 选择 与 终极 家。 附录 2B 的 示例 服务 表 的 进入 
年 龄 为 30, 最 低 退 休 年 龄 为 a = 60, 服务 的 终极 年 龄 为 w= 二 7]， 
an 7? = o. 

在 退休 人 金 计 划 中 的 主楼 受 部 是 有 资 档 获得 的 受益 年 金 ， 要 居 
价 这 种 年 金 受 益 , i BS RAE SME, 以 区 别 残疾 退休 与 透 
PR. 相应 的 年 金 值 特 用 右上 标 区 分 , 在 残疾 退休 场 人 为 Bhan 
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2 下 oo 


AWAKE Oh, 。 退 休 金 通常 按 月 支付 , 用 连续 年 金 值 近似 
是 比较 方便 的 办 法 。 

某 些 退 休 金 计划 ， 尤 其 对 于 计时 工资 情形 ， 受 益 金 根据 服务 
期 每 年 的 平均 收入 确定 。 另 一 些 计划 则 按 最 签 的 平均 薪水 的 一 定 
百分比 确定 。 在 这 些 场合 , 为 估计 受益 金 ,必须 预计 未 来 的 薪水 。 
计划 发 起 人 的 分 摊 通 常 是 莫 水 的 一 定 百 分 比 ， 这 里 ， 预 计 未 来 薪 
水 也 是 重要 的 。 为 此 ， 定 义 薪 水 函数 : 

(AS) 是 一 个 2 PHA, ME Cth 岁 参 予 者 的 实际 年 薪 
( 率 j 

( 百 5)。ratt 是 预计 et h+tt SOM EH ( 率 ) 。 

另外 ， 我 们 假定 有 一 个 薪水 尺度 函数 Sp 使 得 

(ES) eth = (A8) a4 aE (8.2.1) 

十 十 六 

XH, 薪水 尺度 函数 S 不 仅 反 映 续 效 与 资历 增长 。 璧 如, 在 示例 
服务 表 (ia 2B) 中 ， Sy = syf1.06)9- ,其 中 因子 sy 表示 个 
人 绩效 与 经 验 增加 导 禾 的 薪水 提升 ， 而 6s 的 累积 因子 则 考虑 了 
长 期 通胀 及 退休 人 金 计 划 所 有 成 员 的 生产 力 提 高 而 产生 的 影响 。 与 
me? 类 似 ， Sy 的 某 个 值 可 任意 选取 ， 如 附录 2B 示例 服务 
表 中 ， So 取 为 ] 。 通 常设 S 是 一 个 阶梯 函数 ， 在 每 一 年 中 为 
常数 ， 

多 重 损失 模型 、 薪 水 尺度 、 投 资 回报 假设 、 残 疾 与 适龄 退休 
的 适当 年 金 值 是 决定 退休 人 金 计划 受益 精算 现 值 的 基本 因素 ， 也 是 
决定 维持 这 些 受益 的 柄 出 金 的 基础 。 以 下 各 节 将 讨论 退休 金 计划 
本 出 金 与 各 种 类 型 受益 金 估价 的 基本 公式 。 


58.3 Rue 


酸 出 金 有 上 隔 种 简单 型 式 : 每 个 参加 者 固定 的 年 率 与 年 薪 的 固 
定 百分比 。 对 于 已 达到 r+ h 岁 的 退休 金 计 划 参 如 者 ， 每 年 【年 
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率 jc 连续 支付 的 未 来 酵 出 金 精算 现 值 可 写成 
i P — —r—h-l 1 fr) 
ef v ap dt = =f > ever | Up 1 pS. 
(} =f 心 
(8.3.1) 
对 上 式 右 端 项 的 积分 用 中 点 公式 近似 ， 得 近似 信 
w—7—h—1 w—r—h—] 


(T) (7) — 
C S u” kPa pl 1/2 1/2Pz h+k =e 2, 


k=O k=0 


vEt op 


(8.3.2) 
它 可 以 直接 从 支付 发 生 在 年 中 的 息 设 得 出 ， 
如 果 醚 出 金 是 年 薪 的 百分比 c, BR ATER A (AD, 的 
参加 者 末 来 滞 出 金 的 精算 现 值 可 表示 成 
ww 一 站 一 由 g 
(T rth 
(AS)e+n | Sn 
AS > w—-2r—h— 
一 AS )ets ` v hn v eP ppe Szthtkds. 
Seph k=O 


(8.3.3) 


ERAM Sy 在 每 一 年 中 是 常数 ， 则 可 从 积分 中 提出 。 进 一 步 用 中 
Re TEMAS. AT SS AO 


he 
C(AS)oth TS pata 


(7) g f 
I h b.a od 
5 2 k+1/2Pr4p,Catht \ ) 


例 8.3.1: 根据 附录 2B ay Bi ARS HEL BE AR OM, 给 出 现 龄 
50 多 参加 者 未 来 酵 出 金 精 算 现 值 的 公式 : 

(1) 每 年 定额 1200 。 

(2) 初始 定额 1200 自 每 年 递增 100; 

(3) 初始 定额 1200 ERFREG 4% 递增 ， 

解 : 在 示例 服务 表 中 ，w = 71, 这 决定 了 求 和 范围 。 
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20 
(1) 1200 > yar y npo. 


20 T 
(2) 100 2 (12 + ko Nap 


zt} 
(3) 1200 È (1.04) vtt, 4 1/2P 50 
后 一 个 表述 式 可 整理 成 


20 
1200 x (1.04) 1 Y (vt PD» 
k=( 


其 中 of = 1.04/1.06, 相当 于 年 利率 为 


, 1.06 
2 =m — ] = 0.019. 
ii 8.3.2: 在 超额 型 计划 [excess 一 type plan) F, #225 Bw 
的 支付 与 薪水 总 过 -一 系列 收益 水 平 Ho, A, +++, Ay, --- 相关 , 其 中 
Hy 应 用 于 未 来 年 度 上 十 ] HRE 50 SEB A 30000 WBA, 设 
30000 > Ho HARKER RAE Fe Ak 二 1,2,.…, 据 
示例 服务 表 给 出 其 数额 为 超额 薪水 5 多 的 本 出 金 精算 现 值 公 式 。 
解 : 所 求 精算 现 值 为 
20 5 
0, 05%. [s0000=224 = - Hy | v®t1/? 1 
k=0 


§8.4 ié MiB KS & 


(iki eit, GRIN ESBS RRP RM WES, E 
规定 醇 岂 计划 (defined contribution plans) 中 ， 精 算 现 值 就 是 参 
Me A th A BHRR, MERA a TB, i 

退休 受益 由 公 SAM. IER We & 4 it W(defined pe 
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plans) 的 精算 现 信 ， 才 是 我 们 寻求 的 表达 式 。 以 下 先 考 虑 一 般 情 
形 ， 然 后 考虑 规定 受益 的 更 实用 型 式 。 

为 此 ， 引 入 函数 Riz, h i 表示 2 SHA, Meth 内， 
并 将 在 c+thA+t 岁 定 量 的 即 期 或 延期 年 金 的 年 受益 收入 CR). 
设 收 入 保持 为 定额 ， 在 退休 时 的 精算 现 信 为 Rr, h, ta py 。 
值得 注意 ， 37.7 中 的 受益 是 总 额 Boing: 相应 的 量 在 这 里 是 年 
金 值 A(z h tanne 其 计算 是 居 价 过 程 的 预备 步骤 ， 随 之 ， 现 
瞧 工 十 只 过 公认 员 的 适龄 退休 受益 之 精算 现 值 可 用 积分 表示 为 


APV = a "ot uO Ra, h,t)@,,,~dt. (8.4.1) 


与 37.7 一 样 , 在 实际 计算 精算 现 值 时 对 积分 作 近 似 , 假定 每 
一 年 的 退休 均匀 分 布 ， 则 有 


APV = 


已 一 由 一 下 一 】 


i 
(7) 8 .Ir r 
D, V kPaih | U eP ikha here (eh, k +8) 
大 二 一 工 一 上 


一 全 
@rthik+s4s 


we r—h—] 


» v DEN [ ve Reh, k + s)arrhtrktads. 
k=oa—7—-h 
用 中 点 公式 近似 积分 ， 得 


w—rc—h—] 


~ k+1/2 
APV = SO nE paa Rr, h, k + ;bree 
二 2 一 站 一 瞩 
(8.4.2) 


这 个 公式 可 作为 计算 适龄 退休 受益 之 精算 现 值 的 一 般 途 径 ， 

—. Riz, h, t) 与 薪水 无 关 

考虑 受益 收入 为 总 乘 以 服务 年 限 的 情形 ， 这 时 ， Ræ, hk, t) = 
bl 有 十 t) 。 如 果 只 计算 完整 的 服务 年 数 , 那么 R(x, h,t) = (A+), 
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这 里 此 二 国 . 另 一 种 变 例 是 在 超过 一 定年 限 后 运用 较 低 前 比率 ， 
Sean 30 年 ， 此 时 受益 收入 【 率 ) 为 


o | b(h+4) h+ t <30 
R(x, h, t) = | 3001 + bo{h+¢-— 30) A+#t> 30, 


例 8.4.1: 某 退 休 金 计划 提供 的 基本 受益 年 收入 是 每 个 服务 年 
按 每 月 15 REM, B65 ar Al Lk Se PE BAL On Se ak FE AE NR 
年 按 每 月 10 核算 的 。 根 据 示 例 服 务 表 ， 给 出 30 SHA. 更 Ae 40 
SB im KIS AA 

解 : 对 十 基本 受益 ， R(30,10,4) = 15x 12x (10+ £, H 
(8.4.2), 其 精算 现 值 为 


30 
180 2 vt? pio along LO + k+ 了 TONT 
k=20 
对 于 附加 受益 ， 五 [30, 10, £} = 10x 12x (10+ 4),10+¢ < 35, 其 
精算 现 值 为 


120 > oP ph gt (10 +k + = 3 J 
k=20 
BY 8.4.2: 在 例 8.4.1 中 ， 如 果 服 务 期 超过 35 年 的 部 分 不 纳入 
过 但 核算 ， 那 么 所 获 公式 需 作 何 种 覆 正 ? 
解 : 对 于 基本 受益 ， 现 在 的 受益 收入 (z) 为 


Cork+172: 25—k-1/9]' 


180 x (10 +k +1/2) k< 25 


, 1 
R(30,10,k + =) = 
(39, +3) | tae 25 < k < 30, 


m ME se A) HR SB ZN SRN AR 
= LR(x,h,t) Hemi we Bok 
He AS Has Se UN E R BE KA EB EE t g 的 情形 ， 此 时 





5 
Riz, h, t) = g ES)einis = g( AS), o. 
r+h 
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更 为 常见 的 情形 是 基于 最 后 m 年 的 平均 薪金 ， 按 比例 9 得 出 受 
MAA, FMB PE. 4t 2m 时， 
l 


Riz. h,t) = 好 一 (ES )etht ais 
HL Jt—m 
t 
— gerh f Paths gs. (8.4.3) 
TTE t—m Seth 
m t< m Hf, 


1 0 t Sy h+s 
R(e,h.t) = 9 一 | f_ (AS)ornsods + f (ASe p tsds|. 


为 数 信 计算 (8,4.3), Hk <t<kh+1, 用 年 中 值 


ASe p 1 settle 
Ræ, hk +2) = 9! Jeth 1 





Sa+h+s@S. 
Seih M Sk+1/2—m 


在 通常 Sy 是 每 一 年 为 常数 的 阶梯 函数 的 假设 下 ， 有 


(AS)r+h i 


į 
(5 Sz+htk-m + Sgr+h+k-m+l 
Drth M 


1 


l 
十 … + Dzthtk-1 十 Sa 


引入 符号 
l .1 l 
miy = m (5 8y-m + Sy m4) ++ Dy—1 + 9 ys (8.4.4) 
以 上 表达 式 可 写成 
上 Žr 
R(x,h,k+ >) =g9 As) >. (8.4.5) 
2 向 了 十 页 


—PaS RH RAS KER tae BER PRS ARAE 
PA FE RIK, 其 代表 公式 为 
1 i Seth+s | 
a Suth ds 


R(x, h t) = f(A tHAS) ph 
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其 中 了 是 设 定 的 比例 因子 ， 璧 如 了 = 0.02 。 对 数值 近似 ， 可 像 
(8.4.5) 一 样 气 出 


moath+k 
Ri ht 5) = f(h-+ b+ 3)(AS)ar mth (8.4.0) 


Seth 
在 某 些 场 只 核算 完整 的 服务 年 限 ， 此 时 
Ra, hyk + E) = flh + k)(AS pp EHE, (8.4.7) 
2 Seth 


例 8.4.3: 在 其 种 分 上段 计划 (step 一 rate plan) F, #RA+1 
的 退休 受益 收入 = 服务 年 限 x (1.25%, + 1.75%( BR 3 年 平 
均 薪 水 超过 Hy 的 部 分 )] 。 对 于 现 龄 30 岁 年 薪 20000 的 进入 计 
划 者 , 给 出 在 63 与 64 岁 之 间 退 休 情 形 的 年 中 受益 收入 率 公式 ， 
这 里 假定 最 后 3 CPE BK Hag. 


解 : 
1, 3265 
F(30, 0, 335) = 33.5 |0.0125433 + 0. 0175(20000 5 一 Hgg) 


| 


Z 
33.5 x (3503563 6 一 0:0053) 
S30 


例 8.4.4: 在 某 种 AE tt MM (offset plan) H, qika ( 率 ) 
先 按 最 后 3 年 平均 年 薪 的 2% 乘 以 服务 年 限 核算 ， 随 后 减 去 一 
项 基于 参加 者 社会 保险 受益 的 抵消 额 。 抵 请客 等 于 从 社会 保险 获 
得 的 初始 退休 受益 的 50%, 对 于 30 岁 进 入 、 现 龄 40 岁 、 年 薪 为 
30000 并 估计 65 岁 退 休 时 的 社会 保险 受益 收入 (FR) A P 的 计 
划 参 加 者 ， 给 出 正好 在 65 岁 退 休 的 受益 收入 率 公式 ， 

fie: 


Z 
R(30,10,25) = 3510.02 30000 x 22%] ~ 0.5P 
Sao 
210002% — 0.5P 
549 


| 
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At = Sea + 563 + Sea 
3265 一 — 

例 8.4.5: 某 种 Mae H B(add—on plan) 对 每 一 年 的 服务 提供 
最 后 5 年 平均 报酬 的 15% 基本 受益 收入 ， 当 65 岁 前 退休 时 . 
还 附加 支付 到 6S 岁 为 止 的 每 一 年 服务 提供 最 后 5 年 平均 报酬 的 
0.5% 的 补充 受益 。 设 最 低 退 休 年 龄 为 60 岁 ， 强 制 退休 年 龄 为 TO 
E RAIK- ELER 70 4. SH 30 岁 开 始 服 务 、 现 龄 
40 岁 且 年 薪 30000 HS MAL RCMP AEE. 

(r) íT) . 

解 : 这 里 ， (aork 一 Ok = 一 0,1,2, ,19 FH 30P40 £ 0 。 fii 
算 现 值 为 


29 z 

r 5B240+k 
5 pet 9 l 10 +k+ ye 450@ 404 41/2 
k=20 


7) 627 
+y soph 9 405 180008 


T) ir 1, B240+k 
+ 3 vet? pg? (10 十 并 十 二 5) g San 
k= 20 


1500 0 04172: :25—k—1/2)’ 


a = Ses + See + Se7 + Ses + Seo 
-Žr = eee 

例 8.4.6: 在 例 8.4.5 中 ， 如 果 核 算 受 益 收 入 的 服务 时 间 以 30 
年 为 限 ， 那 勾 相 应 的 受益 业 算 现 值 如 何 改 变 ? 

解 : 此 时 ， 对 所 考虑 的 参加 者 , B60 岁 时 服务 年 限 已 达到 30 
年 ， ENARE SAL A 


r) 5440+k— 5270r 
135004 3 vet/2 p P- 40+ (r)5 











ay +o” “207 cf 
40-4k+1/2 40 70 
So S49 S49 
1 Z 
i k+1/2 dr) (r) 5440+k_p¢ | 
+z D2 kPag da0tk o “4o+k+1/2:25-k-1/2 J" 
b= 20 40 
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例 8.4.7: 给 出 例 8.4.6 中 参加 者 的 相应 于 30 岁 到 40 岁 之 间 
服务 的 退休 受益 之 精算 现 值 公式 。 

解 : 30 Faj 40 由 之 间 的 服务 期 为 10 年， 是 30 8 1/3, A 
此 ， 相 应 受益 的 精算 现 值 是 按 30 年 服务 年 眼 计算 的 例 8.4.6 中 精 
算 现 值 的 1/3, 具 需 将 例 8.4.6 所 得 公式 中 的 13500 改 为 4500 Ep 
Al. 

=. Riz, ht) 决定 于 整个 服务 期 间 的 平均 薪水 

故 一 种 类 型 的 受益 收入 (FFE) 是 整个 服务 期 间 收 入 的 一 定 
比例 f, 它 也 可 看 作为 服务 年 限 与 整个 服务 期 间 平均 茶水 乘积 
的 了 人 异 。 因 此 这 种 受益 称 为 服务 期 间 平 均 受 益 (career average 
benefits) 。 

股 务 期 间 平 均 退 休 受 益 的 精算 现 值 计算 自然 地 分 解 成 两 部 
分 : 一 部 分 针对 薪水 已 知 的 过 去 服务 期 ， 另 一 部 分 针对 菜 水 需 估 
计 的 未 来 服务 期 。 这 里 ， 与 (8.4.3) 相应 的 场合 不 同 ， 过 去 薪水 不 
仅仅 用 来 核算 接近 退休 的 参加 者 受益 ， 通 常 对 所 有 参加 者 都 要 用 
到 过 去 的 实际 新 水 。 设 处 于 状态 c+h 的 参加 者 过 去 薪水 总 额 为 
(TPS)s+n, 则 相应 的 受益 (FR) TPS) in, 过 去 服务 受益 
的 精算 现 值 为 


Ww—r-h—-] 
k Fi T — 
FPS) D ot E phang (8-48) 
kou—a—h 


而 基于 未 来 服务 的 受益 收入 率 则 是 
‘CBS (AS jer f* 
f 一 fv itth 
f | BS)epreds = f CEPE J, Sutureds. 
对 数值 计算 ， 当 Sp4s 是 按 年 阶梯 函数 时 ， 以 上 受益 成 为 


f (AS eth 


k-1 
l 
5, oe T. 
Sean | s Paths +3 se ， (8.4.9) 


i= 


+ 28S - 


EP R= [i]. FRRERS RMA MIA 


w—r—h—] 
pls leth phtt/2, 7) ar 
G So Ver htk etht+k+1/2 
TTR“ k=a—2-h 
k—1 


(2, Seth+i + z+h+E)|. (8.4.10) 
q=0 


AAS kK<a-xz—-h 时 qs), i = = 0, (8.4.10) 可 改写 成 


£ k4+1/2 T 
| 


Seth k=O 
i=] 
(> SHA 十 二 ; Se] (8.4.11) 
7=0 


图 8.4.1 显示 了 以 上 二 重 求 和 的 7 上 值 ， 其 中 “o” 表示 有 乘 
积 系数 1/2 的 项 。 改 变 求 和 次 序 ， (8.4.11) 成 为 


f (AS oth D s l J+1/2 (7) C) 
二 一 sthil Path Iethtjteth+s41/2 
j= 


ath 
w—-»—h—t " (7) 
A+1/2 T 
t 2 v (DT 本 HH ， (8.4.12) 


其 中 ， 内 层 和 式 当 了 二 w 一 2 一 有 一 1 时 为 0， 
表达 式 (8.4.12) 可 解释 成 年 度 了 十 1 的 服务 为 年 度 7 了 十 1 以 
后 的 退休 提供 一 个 完全 受益 单位 


(AS)e+h 
f S, E 
Saah e+h4+3 


CASE 7 +1 内 的 退休 提供 平均 的 1/2 单位 受益 。 
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4 o èe >+ 
3 o 多 è 名 口 有 系数 172 的 项 
? o èe. è>» è òè HRCA 1 的 项 





图 8.4.1 公式 (8.4.11) 与 (8.4.12) 的 求 和 点 


MERRIE AR At. ARER EMF c+ h Fl 
z 十 丰 十 工 安 立 间 服务 收益 之 精算 现 值 感 兴趣 ， 它 就 是 (8.4.12) 中 
第 1 个 被 加 项 ( 即 了 =0 项 ), 消去 Seth 后 成 为 


] r) 
J(AS)z+h yea eth /2 
tien Ff 


1 
T] 一 了 、 
t » ye) aC Boum testa (8.4. 13} 
k=1 


这 个 精算 现 信 可 解释 成 在 服务 期 平均 计划 的 十 有 岁 参 加 者 相应 
于 当前 服务 的 受益 成 本 。 

fil 8.4.8: (1) 某 种 服务 期 平均 计划 提供 的 退休 收入 为 参加 
ARS A SK RM 2% .对 30 岁 进入 的 、 过 去 薪水 总 和 为 
200000 、 现 龄 40 SAH 25000 Hams. SHEA 675 
68 岁 之 间 退 体 情形 下 总 受益 收入 (年率 ) HAAR. 
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(2) 用 附录 示例 服务 表 给 出 上 述 参 加 者 未 来 上 服务 的 受益 精算 
MË. 


(3) 仍 用 示例 服务 玫 给 出 相应 于 从 40 S41 岁 服 务 的 受益 精 
算 现 值 。 


解 : (1) 总 的 年 中 受益 收入 (年 率 ) 为 


25000 


1 
R(30,10,275) = 0.02 om +t [Ss 404 + isa) 


500 


4000 十 Sao È 540+; + 5 ` 
54 


(2) 根据 (8.4.10), 所 求 精 算 现 值 为 


| 


500 一 k4+i/2 (r) (r) 
S40 we Pao d40+k 3 S40+j + Saori Tot bei /2 
40 k—30 j=0 


或 者 根据 (8.4.12), 表达 趟 为 


500 ae ( 
s [2 Ss vT ESTERN 


A+1/2 (7) fr) 
+ 3 t 2p Hio+rk@404%+1/2) | 
k=j+] 


HP 4k <a dioh = 0, 和 式 中 不 少 被 加 项 都 是 0 
(3) 将 值 为 0 的 项 去 掉 ， 从 (8.413) 可 得 所 求 结果 


30 
k+1/2 (7) fr) {r} 
500 2 vetl/ kPa 94044 7404441/ 2 
+20 
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§8.5 FRAG 


前 一 节 的 类 亿 过 程 也 可 用 来 估价 残疾 退休 金 ， 这 种 退休 金 通 

常 依据 致 残 时 的 薪水 确定 ， 可 能 有 一 个 最 低 受 益 金 ， 还 有 可 能 在 
ETER (BW 65 岁 ) 转 为 适龄 退休 金 。 我 们 以 残疾 退休 人 金 等 于 
比例 了 Se DA Be eT E Ey SRE DER ERA PET. EB 
oO BPRS 5 年 并 且 年 龄 不 到 65 岁 ， 在 有 资格 非得 残疾 受 
僵 的 这 段 时 期 内 ， 受 益 收 入 (年率) 的 下 限 为 10f RRR H 
年 薪 。 对 于 工 岁 新 进入 的 参加 者 ， 受 益 收 入 { 率 ) 函数 为 

Q Qf < iwi > 05-a 
R(x,0,t) = | 10f (ES)z+ = 10f! AS)z tt 5 <t < 10 

Ef (ES) = tf(AS)e Seat 10<t<65-<c. 


(8.5.1) 
以 上 残疾 受益 的 精算 现 值 由 下 式 给 出 
G5— 
| 1 ot pp?) Ra, 0, Ejaz dt, (8.5.2) 
其 近似 值 为 
b4—7 | 
Sy ott 2p pË  R(a,0, b+ S5 Dns by 1/2: (8.5.3) 
k=5 


这 些 表达 式 与 (8.4.1) 及 (84.2) 的 差异 在 于 ， 这 里 使 用 残疾 损失 
艾 力 及 残疾 损失 福 率 ， 积 分 及 求 各 限 不 同 ， 并 使 用 残疾 年 爹 值 。 

BY 8.5.1; 某 种 退休 金 计 划 提 供 的 残疾 受益 收入 为 最 终 薪 水 
的 50%, 但 不 超过 最 终 薪 水 的 70% REHSERHRESHB 
Mm. 但 参加 者 必须 已 服务 了 至 少 3 年 并 在 65 岁 之 前 因 残 疾 退 
休 。 对 于 30 SHA NERA 15000 的 参加 者 ， 设 年 龄 在 y 与 
y + 1(30<y < 65) 之 间 残 疾 退休 的 社会 保险 受益 初始 额 估计 为 
fy,(30 < y < 65), 求 该 退休 人 金 计 划 的 残疾 受益 收入 ( 率 ) 。 
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解 : m k= 0,1,2, 则 R(30,0,4+1/2)=0;m3<k < 34 
则 
1 S30+k 
=) = {75997 30+k | 
R(30,0,k + 5) { a 


“ot 加 Loti] } 





[10500 
ESERI 


88.6 ”离职 受益 


一 般 有 两 种 类 型 离职 受益 。 经 过 若干 年 后 , BE a 10 年 后 ， 
离职 者 有 资格 获得 延期 年 金 。 例如 ， 考 虑 离职 受益 为 始 于 60 上 岁 
的 延期 年 金 ， 其 年 收入 ( 率 ) 为 了 乘 以 离职 时 的 服务 年 限 再 乘 以 
离职 时 的 年 新 。 在 此 情形 下 有 


六 十 二 < 10 


em l0<h+t<60— T, 


5S amt AY) Fe E E Bt FEA oh 
—a—h 


k+1/2 (7 
utl Pong, RC, h, Rk+— =) h-k-1/2 Ort h+ kt /2 


= (8.6.1) 
这 里 ， f= {10 一 上 ,0} MRA, HA a 是 基于 假定 : 退休 人 
HWE CAREAT RR SH RK SHE, 

AIRA BB ER AS ek 4 BB, pe 
VE Sal aed Fe AKARA., 当 参 加 者 在 有 资格 获得 退休 侈 受益 之 前 
离职 时 ， 返 还 参加 者 的 按 利息 累积 的 本 出 金 总 额 ， 与 此 类 似 的 受 
僵 通 常 当 参加 者 在 职 死亡 时 支付 ， 但 此 时 对 后 存 者 下 提供 收入 受 
伍 。 这 里 ,我们 只 限于 考虑 离职 时 的 退 款 受益 ， 并 且 只 考虑 有 关 
WE RMR IRR. 我 们 也 可 以 接着 考虑 对 未 来 柄 出 的 退 款 进 
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行 估 价 的 服务 期 间 平 均 公 式 ， 但 这 种 公式 较 复 杂 并 县 在 实践 中 可 
为 估价 过 去 本 出 退 款 受益 ， 用 {上 TPC)zcts REAR c+ A 

岁 参 加 者 按 利息 累积 的 过 去 酶 出 金 总 额 。 没 参 加 者 的 梧 出 金 在 未 

来 按 年 利率 7 了 累积 ， 那 么 人 十 及 十 t 岁 离职 时 受益 总 额 为 


B(x, h,i) = (AT PO) HIY. 


HAT E R h R A ae ae EATA 
和 一 开 一 站 一 1 
Ch4TPCjs PO wtp a) (Lt gM? (8.6.2) 
k=0 
其 中 , 日 是 有 资格 获得 (延期 或 即 期 ) BKSHWER, rHS., 
这 里 假定 ， 8 岁 之 后 不 再 退 款 ，。 
有 关 参 加 者 薪水 A 的 当前 配 出 退 款 在 当年 离职 时 可 用 (1/2) 

(0.010) (AS)e+h 近似 。 相 应 于 当前 酿 出 的 退 款 受益 之 精算 现 值 
Al 


3—r—h r 


io 人 gent 2 ar 


(8.6.3) 
HohetA<f., 
例 8.6.1: 对 了 一 FAK (8.6.2) 与 (8.6.3). 
fe: 当 7 了 二 时 ， (8.6.2) 成 为 
G-—#—-h-l1 

(AT PO )oth > ee ee 

k=0 
= (AT PC) Prii 十 hh) 将 在 有 资 烙 获得 退休 人 金 之 前 离职 ] 

re) i 


= (AT PO) tn E, 
Lip 


. JRO: 


op EI Ay wee he A RM ee A R. 
公式 (8.6.3) 现在 成 为 


1 tw, —x—h-] 
0.01( AS)s Av? ogi, + È a 


(w) 
pol? (1/2 G4, 7 eet) + Wa la 
pe) 
both 


= OOL AS) e4 


68.7 计算 基数 


在 退休 人 金 计划 的 精算 现 值 计算 中 ， 一 些 特殊 的 计算 基数 提供 
了 一 种 传统 的 方法 ， 这 些 计 算 基 数 在 使 用 同一 组 精算 假设 进行 大 
蔓 的 估价 时 会 有 用 。 退 休 人 金 计 算 中 用 到 的 计算 基数 并 未 包含 在 国 
际 精 算 符 号 规则 里 ， 但 若干 形式 已 在 实践 中 广泛 使 用 。 


首先 定义 
DO = ya). (8.7.1) 


它 与 第 二 ,三 童 运 用 的 函数 Ds 相似 , 上 标 (7) 表示 它 是 通过 多 重庆 
em ae IS? 构造 的 。 - 数 信 计 算 公式 中 经 常 出 现象 t+1/24 1 pl” 
这 样 的 因子 ， 现 在 可 以 写成 


pt) 





D 
k+1/2 (rT) — Z rtk 
Y k Pi -= Ti? 
+1/2 po 
其 中 “tn 
T (7) 
Dy = D, fy (8.7.2) 
为 一 些 用 来 估价 柄 出 的 函数 是 
‘Dy? = sy”, (8.7.3) 


w— il 
NO = WD” 


yr 
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w—l 
SHO = IDP. (8.7.4) 


Ede a, AARNE 
CP = DO yl qhh), (8.7.5} 
SESER EAN D BRTRAP de 在 其 中 的 


AE. AAT a , HARA. C 上 面 的 模 线 
而 表示 损失 即时 支付 。 ae Fea Hs Hh 益 的 函数 是 


°C = Ovat aa (8.7.6) 
apa ayah 
"AC = Sy Cys (8.7.7) 
arah ap 
ZO = mZy Oy. (8.7.8) 
相应 的 MSR ARMS, Pi 
h O N gosh 
eM = > 0,, (8.7.9) 
49 RP = x Za, (8.7.10) 


MRR, 年金 值 并 非 终身 生存 年 金 ， 那 么 在 上 标 e 上 
加 一 撒 。 注意， 当 y <a 时 ，22C =0,4°M, =Ma BP a 
fe BR HI OR AE HB 

以 下 用 退休 金 的 计算 基数 表示 相应 于 前 面 几 节 的 精算 现 值 公 
式 。 对 于 按 年 率 c 连续 支付 的 未 来 酶 出 金 精算 现 值 ， 从 (8.3.2) 出 
发 整理 成 


w—or—h—-1 prtatht1/2i7) NW! 


yeth po 


C 
k=0 
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mE LEERS kR PAM (8.3.4) the E E 


(AS) D | phe k T, 
; | 2 
eh i oz 二 RE T) S rth 
La! (7) 
cl AS) nin S pa = elert Nath WN 
— -l| a 工 十 — a mm 本 
k=0 sp, spe), 
(8.7.12) 


由 (8.7.5) 及 (8.7.6), KAA vetl/2 et p khp- 1/2 可 与 


R Cor DO 于 是 适 证 退休 精算 现 值 的 一 般 公式 (8.4.2) 用 
计算 基数 表示 为 
2 Rig h,k + 1/2)°C, thre 


2, 


(8.7.13) 
k= =—Oa7 t h DN, 


其 中 工 十 有 之 a。 特别 是 当 Rz, h,k +1/2) 由 (8.4.5) BA, 
有 


w—ť—A—i 


Z O, 
g AS) nth > mA g++ +A+k 


k=ġ—y—h Seth DO, 


局 一 区 一 此 一 ] sagt 


ctA+k 
=g(AS)ein > — ae 
k=a—2—h Diin 
zor 
= (ASen ey (8.7.14) 
Deh 


由 于 当 y<a 时 ，0= gq = 可 20 07, 以 上 精算 现 值 也 可 表 
7 


wim om A — l Zag" hak AT 
glAS ath > Et =9 ASer ay (8.7.15) 
k=) "Dain Dorh 
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EM eth<aZcth>o 都 有 效 。 这 一 重 整 公 式 的 优越 性 还 
AEAF R(z,h,k 十 1/2) 依赖 于 服务 年 限 的 情形 看 到 。 
例如 对 于 (8.4.6), 其 中 


l 4 上 
R(x, h,k +1/2) = f(h+k+z)(AS egy eo 
2 Seth 


退休 受 蔓 的 精算 现 值 从 下 =0 开始 求 和 ， 为 


- w—2r—-h—-1 (h 4 ke 4 1/2)2°C 
+} fie ke 
f(AS)a+h S SAT 

k=0 ah 

(hi 十 1/2) M ih 40% Rept (8.7.16) 


De, 


一 FAS )eph 


EMEA ctl RR MARANA k= a-e—h ARE, 
Ha BY 2s TAY 


(a — a +1/2)7*Ma +”? Rasi 


S Deh 


PIAS) p44 x tA sam, 


而 了 十 下 > 上 时 还 需 用 (8.7.16) 补充 。 
hi PS (8.4.7) 那样 只 核算 完整 服务 年 数 ， 那 么 精算 现 值 为 


Ea f° “a p 
h "M ath + fetid 


(r) ' 
"Dai 


FLAS c+ (8.7.17) 


它 可 通过 去 掉 (8.7.16) 中 不 完整 服务 年 的 平均 分 数 1/2 得 到 。 
在 服务 期 间 平均 薪水 情形 的 过 二 服务 受益 精算 现 值 (8.4.8) 
可 表示 成 


f(T PS)n4h— at， (8.7.18) 
D 


oth 
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直接 与 末 来 服务 受益 精算 现 值 (8.4.10) 相当 的 公式 为 
k—1 i y 
eee o>) Dethti + Or+htk) Cp nap 


FAS > a 
fk=a—az—h Dp 


(8.7.19) 
Al FA VR Se vb EF BE eB ADF A PAR (8.4.12) 的 表达 式 ， 
将 它 写 成 


Saag w— rh] aar 
eth + j=0 Sr-hti M +h+j+] 


1 
ASY ,2 
fi } +h 5 万 加 


定义 
(8.7.20) 
这 样 以 上 精算 现 值 可 表示 成 

， (1/2) M pn +9" Rohs | 


sn} 
Di +h 


ALR BKZeNPRHEMTREREME een. F 
fe, PRBS ae A SA (8.5.3) 可 用 计算 基数 写成 


FAS) 24 (8.7.21) 


S R(T, 0, k + 1/2)*C 


2 Ra (8.7.22) 


其 中 “= ol Dy gat i. RHE, (8.6.1) 可 用 计算 基数 
写成 
59-g—h Sal paw 
f(AS)o4; 5 (h + k + 1/2) Ch 
< 5 NT) 
ee fi 
其 中 “Co = SyCy6o-y-12[ 友 11y2 。 如 果 需 要 ， 也 可 用 Se AT 
与 SR Ra MSA, 


， (8.7.23) 
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引入 符号 7Cy = (1 十 j)YOY, (8.6 3) 可 改写 成 
号 一 了 一 下 一 ] 
rth + > Chak 
(1+ JDE, 
3 Cora H Morh — Ma 


(1+ jeD, 


0.01c(AS), rp 


= 0.01¢( AS) n 1), (8.7.24) 


有 关 计 算 基数 方法 的 更 进一步 说明 ， 可 在 习 题 13_19 中 找到 。 


3 A 

§8.2 及 88.3 

1. 假定 对 于 30 岁 刚 进 入 的 新 参加 者 ， 考虑 到 通货 膨胀 与 生 
产 力 因素 ， 薪 水 的 年 增长 率 将 是 5%, MARZ 40, 50, 60 
岁 时 因 提 升 薪 水 增加 10% ， 

(1) 用 薪水 尺度 函数 930 来 表示 这 些 假 定 。 

(2) 设 30 SETE A 12000, ARH eH ae K BY 10%, Bax 
ABR LY A A Se A SA 

2. PERU Ae E ARE EOE ARH S BE OK OB RG Eh a a a Ay 
10%, 那个 数额 今年 为 10000 并 按 年 率 SA 递增 。 对 于 现在 进 
信 的 年 薪 为 25000 的 35 岁 参 加 者 ， 给 出 发 起 人 本 出 的 精算 现 值 
表达 式 。 

68.4 

3. 在 例 8.4.1 中 ， 假 定 所 有 退休 发 生 在 63 岁 (与 示例 服务 表 
不 同 ) 相应 的 精算 现 值 简化 成 什 笃 。 

4 Fe 25 岁 参 加 者 的 当前 年 薪 为 12000, 一 种 分 级 计划 在 年 
度 玉 十 1 退休 时 提供 的 收入 = 完整 服务 年 数 x{ 最 后 3 FFE 
水 不 超过 15000 x 1.04% 部 分 的 0 .01 Fe 4 最 后 3 年 平均 薪水 超 
过 15000 x 1.04% 部 分 的 0.015 $) 写 出 受益 收入 GR) 函数 ， 
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5. MHS tH A HY RE ERLE SRA BY 2%, 
但 不 超过 社会 保险 收入 的 50%. 抵消 之 前 该 计划 的 受益 收入 ( 率 ) 
符 于 服务 年 限 乘 以 最 后 3 年 平均 薪水 的 2%, MT EH 30000 的 
40 由 新 进入 者 ,分 别 给 出 以 下 情形 的 抵消 后 受益 收入 【 率 } 公式 : 

(1) 正好 在 65 岁 退 休 ， 届 时 社会 保险 收入 估计 为 465 。 

(2) 在 68 到 69 岁 退 休 ， 社 会 保险 收入 估计 为 458s3 。 

6. 基 种 计划 到 65 B Ak, 为 每 -- 年 服务 提供 的 受益 收入 (年 
率 ) 是 最 后 3 年 平均 萝 水 的 2%, 之 后 为 每 一 年 服务 提供 的 受益 收 
入 是 最 后 3 年 平均 莫 水 的 1% 。 对 于 30 岁 进 入 、 现 龄 50 YA 
年 莫 为 36000 的 参加 者 , 给 出 最 早退 休 年 龄 为 55 岁 、 到 68 HS 
SiR TSN RAD. 

7. 存 习 题 6 中 ， 假 定 核 算 受 益 的 服务 年 限 最 多 为 35 Æ, H 
4, Ae oe HG SE oh ta ty? 

8. 写 出 与 习题 6 中 年 龄 在 30 一 50 岁 服务 期 间 有 关 的 受益 收 
入 的 精算 现 值 。 

9， 某 种 服务 期 间 平 均 计 划 提 供 的 退 a 
间 莫 水 总 额 的 2% 。 最 早退 休 年 龄 是 58 岁 ， 到 68 PH BM 
退 体 。 对 于 30 RAL Mw 50 岁 、 过 去 薪水 上 总 计 为 400000 上 
当前 年 薪 为 36000 的 参加 者 ， 写 出 以 下 表达 式 ， 

{1) FE 65 岁 退 休 情 形 的 总 受益 站 入 《年率 ) 。 
(人 在 65 与 66 岁 之 间 退 体 的 年 中 总 受益 收入 《年 率 ) 。 

(3) 相应 于 过 去 服务 的 授 休 受益 精算 现 值 。 

(4) 相应 于 未 来 服务 的 退休 受益 精算 现 值 。 

§8.5 

10. 对 于 例 8.5.1 的 残疾 受益 ， 如 果 现 龄 50 +, 具有 20 年 服 
务 期 、 年薪 为 25000 的 参加 者 在 当年 年 中 致 残 并 且 Iso = 8000, 
那么 其 残疾 受益 的 精算 现 信 和 是 多 少 ? 

88.6 

ll. 革 35 岁 参 加 者 的 过 去 本 出 金 轴 积 总 额 为 5000, 在 达到 
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40 岁 后 有 资格 获得 延期 年 金 。 BERN SUE AR OD RT 5 
小 该 参加 者 在 40 岁 之 前 离职 情 说 下 过 去 本 出 累积 总 上 额 退 款 的 精 
算 现 信 表 式 。 

12. 

(1) 在 (8.6.3) 中 ， 当 前 年 离职 项 


0.01e( AS)a m3 ak w ) 


改 为 用 二 重 积分 表示 ， 其 中 一 个 变量 为 取得 薪水 增 量 的 时 间 ， 孔 
一 个 变量 为 离职 时 间 。 

(2) 在 多 重 损失 模型 的 离职 平均 分 布 假设 下 ， 求 (1) 中 的 积 
5} 

(3) He i = 0.06 与 了 = 0.04 3R (8.6.3) 中 给 出 的 相应 项 以 及 
(2) 中 的 积分 ， 并 比较 两 种 结果 。 


88.7 

13. 用 计算 基数 表示 以 下 所 列 习 题 中 的 精算 现 值 公式 : 
(1) 习题 1(2) 。 {2) 习题 2 。 (3) 习题 3，。 
(4) 习题 了 。 (5) 习题 9(3) 。 (6) 习题 9(4) 。 


14. 对 于 在 x 岁 (2 <a) 进入 退休 金 计 划 , 年 薪 为 12000 的 
参加 者 ， 用 退休 人 金 计 算 基 数 表示 以 下 精算 现 值 : 

(1) 对 每 个 完整 服务 年 按 最 后 3 年 平均 薪水 的 12% 核算 的 退 
休 年 金 。 

(2) 对 每 一 服务 年 (包括 零 数 ) 按 最 后 3 年 平均 薪水 的 1% i 
算 的 退休 年 金 。 
15. 在 习题 14(2) 中 ， 如 果 附 加 有 至 少 服务 10 EHR, W 
么 精算 现 值 公式 变 成 什么 样 ? 

16. 设 未 来 薪水 的 定额 百分比 c 的 本 出 与 习题 14(i 中 的 退 
体 受益 等 价 ， 导 出 用 退休 金 计 算 基数 表示 的 < 的 公式 。 

17. 用 退休 金 计 算 基 数 表 示例 8.3.1 中 给 出 的 各 公式 。 
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18. 用 退休 金 计算 基数 表示 例 8.3.2 中 给 出 的 公式 。 

19. 用 退休 金 计算 基数 表示 以 下 所 列 例子 中 给 出 的 会 式 : 

(1) fl 8.4.5 (2) 例 8.4.7. 

综合 题 

20. 对 于 例 8.4.8 中 年 薪 为 30000 的 62 岁 参 加 者 ， 求 相 应 于 
外 年龄 62 至 63 这 一 年 的 受益 的 精算 型 值 ， 

21. 设 薪 水 尺度 递增 ， 对 于 年 薪 为 20000 的 25 eB MS. 
下 列 丙 个 精算 现 值 中 哪个 更 大 ? 


Zaye" | Zapr 
(A) 4000 EE Mat Fas 这 里 Zy Am <5, 
A5 
1 73135a AT. piap 
(B) 4100 
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第 九 章 ”包括 费用 的 保险 模型 
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第 四 章 引 入 的 平衡 原理 是 用 来 决定 保险 费 的 , 根据 这 个 原理 ， 
受益 与 净 保 费 的 精算 现 值 在 保单 生效 时 是 相等 的 。 在 第 五 章 中 ， 
该 原理 锌 用 于 在 保单 生效 以 后 的 时 期 决定 责任 准备 金 ， 责 任 准 各 
金 等 于 未 来 受益 交付 与 未 来 保费 收入 的 精算 现 值 之 莽 。 

然而 ， 以 前 各 介 所 建立 的 模型 并 未 容纳 保险 实践 与 经 济 现实 
中 的 一 些 因素 。 辟 如， 保险 公司 的 支出 不 仅仅 限于 理赔 支付 ， 还 
包括 税金 、 许 可 费 以 及 保单 销售 骤 备 等 开销 ， 这 些 费 用 必须 由 你 
将 及 投资 收 僵 纹 补 。 这 一 章 讨论 的 保险 费 与 丙 任 准备 金 模型 就 考 
ET AHHH. 


89.2 “一般 费 用 


首先 通过 示例 来 说 明 考 虑 费用 的 主要 想法 . 表 9.2.1A 与 9.2.1B 
详 继 说 明了 小 及 到 的 主要 方面 ， 其 中 项 目的 选择 并 不 完全 与 实际 
对 应 ， 只 是 为 计算 与 说 明 方 便 而 设 . 
表 9.2.1A 保险 的 述 


1. 保险 计划 ， 向 《zj 发 行 年 缴 一 次 保费 的 SERRE Re 
2. 支付 基山， 完全 离散 

3. ECE: Ür 一 0.5, Gr+t = O.1111,ge+2 = 0.5 

d. HF: 年 利率 2 = 0.15 

5. fe ki A: 1000 

6. 费用 : 


(1) RR: 每 个 保单 年 度 初 支付 
(2) 人 金额: (h# 9.2.1B 444) 
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表 9.2.IEH 费用 明细 表 











时 后 

费用 类 别 第 一 年 ap F 

RRA ASI Wee RAH AOH MEH 
推销 其 全 10% 一 2% 一 
ee lb FY AF 3 — 1 
hse. VP AS ih AY 205 一 2% 一 
保单 维持 2%, ] 2% 1 
Ke fy SF oR a 2% 4 一 一 
总 计 20% 8 6% 

一 ， 保 费 与 责任 准 音 金 


K 9.2.1 中 描述 性 说 明 项 1 至 5 可 用 来 根据 平衡 原 埋 决定 
该 保险 的 净 年 缴 保 费 : 1000P 3 = 288.41 。 表 9.2.2 WET 
保费 责任 准备 金 的 计算 细节 。 


表 9.2.2 PREPRESS 
(1) (2) (3) (4) 
结果 = tit fi (2) x (3) 
在 发 行 时 (o£) 
& = 1.16 g.l 58.12 
& = ] 216.94 (0.1 21.69 
k>? -09,76 0.8 -T9.81 





10000V,5 = Efo L] = 0.00 


o(oL) = 215,51 
Te 
上 发行 后 1 年 GL) 


k= 0 581.16 0.1111 64.57 
k>] 216.94 0.8889 192.84 


10001¥,5 = Ef, L] = 257.41 


oiL) = 114.46 
l 


k> 581.16 581.16 
10002V, = El2L] = 581.16 
aah} = 0 


1000(2V a + Pa)(1 +2} = 1000 
(581.16 + 288.41) x 1.15 = 1000 
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表 9.2.1B 记载 的 费用 将 被 纳入 修正 的 亏损 变量 , 其 中 受益 现 
值 还 须 加 上 费用 的 现 值 ， 这 一 新 的 现 值 总 额 应 与 包括 费用 的 保险 
费 现 值 相抵 消 。 表 9.2.3 根据 表 9.2.1B 提供 的 信息 建立 ， 其 中 附 
MPA ERR IAA G, 

£923 增 列 费用 的 亏损 变量 (ole) 
Ap 受益 十 费用 -保费 概率 
k=0 1000» + (0.20G + 8) —Ga;, 0.1 


k=1 10007 + (0.20G+8)+ (0.06G+ 2}, 一 G 0.1 


k2>2 1000v* + (0.20G + 8)+ (0.06G + 2j; -Güz 0.8 


附加 费用 的 保险 费 也 根据 平衡 原理 决定 ， 即 由 增 列 费用 的 亏损 变 
量 的 期 望 值 为 0, 得 出 附加 费用 的 年 保费 


G = 1000 Fpa 十 附加 保费 (e) = 288.41 + 43.94 = 332.35. 


29.24 RET AAG WS BY BS ete Nit Bad 
程 ， 这 些 值 在 保单 发 行 时 以 及 之 后 1 年 ，2 年 时 分 别 进行 计算 。 
总 的 责任 谁 备 侈 可 分 解 成 受益 费用 两 部 分 ， 在 每 一 年 ， 期 望 均 
衡 韶 保 费 收 入 并 不 与 期 望 受益 支付 相 丐 配 ， 这 导致 非 负 的 受益 责 
任 准 备 金 。 类 似 地 ， 每 一 年 期 望 均衡 附加 保费 收入 也 并 不 与 期 望 
MALATE A, eS BAB IE A RH HES E 

以 上 说 明 中 涉及 的 一 些 关 键 点 归结 如 下 : 

L 电 抑 引入 的 亏损 杰 芋 在 各 不 同时 间 衔 量 受益 现 值 与 阐 保 费 
现 值 之 差 ， 这 些 变 量 可 增加 为 包含 费用 与 附加 保费 的 亏损 变量 。 

2. 平衡 原理 疝 用 于 决定 附加 费用 的 保险 费 及 相应 的 总 责任 
准备 金 【 受 从 责任 准备 金 如 土 费用 责任 准备 金 ) 。 

3. EP RRP. RAR RRS ERE, RRA 
于 ， 费 用 开支 序列 递减 ， 而 附加 保费 则 是 均衡 序列 。 

4.0 RAW AHMAR EAR Re BZ EIT e 

5. 增 列 费用 的 才 损 变量 之 标准 差 可 用 于 决定 意 奸 损失 应 急 
基金 ， 该 基金 主要 用 来 应 付 保 费 及 投资 收入 与 受益 及 费用 支出 可 
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£924 HORAN SHEE 


结果 (<2 ia HA 一 1000P 3 3 üy) tiA H 现 值 一 EGRTT H E 
在 发 行 时 (ole) 
k= (869.57 一 288.41) + (74.47 — 43.94) 0.1 
k=] (756.14 一 539.20) + (93.55 一 82.15} 0.1 
k >? (657.52 — 757.28) + (110.14 一 115.37) 0.8 
HEHA: Zma + HARE R ES = HSS Re 
0+0=0 


o (Le )=226.82 
发 行 后 1 Le) 
k=0 (869.57 — 288.41) + (21.94 — 43.94) 0.1111 
k>d (756.14 — 539.20) + (41.02 — 82.15) 0.8888 
HH Hi Ei Renee + RARER EE = RES EN 
257.41 — 39.00 = 218.41 
o (1 £.)=120.47 
发 行 后 2 年 (2Le) 
k>0 (869.57 — 288.41) + (21.94 — 43.94) 1.0 
FEE: ”受益 责任 准备 金 + 费用 责任 准备 多 = HERES AR 
681.16 — 22,00 = 559.16 
, a (ale )=0 
FARI. RANREESS BM {3 年 末 ) 为 : 
[EQL.) + G — (0.06G + 2)](1 + i) = 1000 
[559.16 + $32.35 一 21.94] x 1.15 = 1000 


能 出 现 的 不 相配 情况 ， 这 种 情 沉 发 生 的 可 能 性 源 于 受益 赔付 时 间 
的 随机 性 ， 

=. iW 

MP Ere, Pe ea TE. FAS Bre tt 
RSS, IRS RR RT. ERA. BRAZEN 
ASH, AIEMBMRSERRABR BTR. 

会 计 报 表 的 部 分 目标 是 将 提供 产品 或 服务 的 成 本 与 出 售 所 得 
的 发 入 相配 合 ， 并 据 此 衡量 赢 亏 。 人 寿 保 险 与 年 人 金 经 营 机 构 的 财 
务 会 计 与 很 儿 企 业 不 同 ， 收 入 一 般 发 生 在 成 本 支出 之 前 。 前面 说 
曲 的 责任 准备 金 制 , 净 均 衡 保 费 及 附加 费用 的 保费 可 用 来 改善 保 
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费 收 入 与 由 应 支出 的 配合 。 

豆 9.2.5 与 9.2.6 对 前 面 的 示例 悉 续 进行 说 明 ， 其 中 假定 ， 每 
从 保单 的 年 缴 保 费 是 附 吉 费用 的 保险 费 332.59 再 加 上 为 利润 及 
应 急 所 收费 10, Zit 342.35 。 这 些 会 计 报 表 按 初始 10 TR 
人 的 决定 性 生存 组 导出 , 每 一 项 会 计 栏目 除 以 10 后 可 解释 成 初始 
每 个 被 保险 人 的 期 望 数额 。 费 用 开支 与 投资 收益 完全 按 表 9.2.14 
与 9.9.1B 开 列 ， 并 假设 初始 基金 为 1000 。 表 中 列 (1) FEARS ft 
( 即 净 均 衡 保 费 ) 责任 准备 金 作 为 负债 ， 列 【2) 则 将 受益 与 费用 页 
任 准 备 金 台 起 来 作为 负 怀 。 

表 9.2.5 MHR ( 官 始 10 个 被 保险 人 ) 


NN a AT 


(2) (2) 

















ee a fe A a tt 受益 与 费用 责任 
准备 金 作为 负债 准备 金 作 为 负 情 
第 一 个 年 度 

收入 
3423.50 保费 (10 份 } 3423.50 
548.82 i ei te (15%) 548.82 
3972.32 3972.32 

支出 

费用 
648.70 百分比 (20%) 648.70 
80.00 fee (tt 8) 80,00 
1000.00 理赔 (1 A) 1000.00 
2316.69 ”责任 准备 金 增 加 神 1965.69 
4081.39 3730.39 
—109.07 iA #5 241.93 

第 二 个 年 度 

qi AN 
3081.15 保费 (9 fh) 3081.15 
912.88 ”投资 收益 (15%) 912.88 
3974.03 3974.03 

% th 

aa H 

184.87 百分比 (6%) 184.87 
18.00 HEH (每 份 2) 18.00 
1000.00 ye (1 A) 10000.00 
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9.2.58) 损益 表 (Ss 10 个 被 保险 人 ) 
(1) {2) 
疤 均 衡 保费 责任 受益 与 费用 直人 性 
HE ae TEA AR Ee SHEA A 
2332.59 ”责任 准备 爹 增加 额 3507.59 
3535.46 3710.46 
458.57 OF WAY fa 283.57 
第 三 个 年 并 
收入 
2738.80 保费 {8 i) 2738.80 
1283.59 ”投资 收益 (15%) 1283.59 
4022.39 4022.39 
支出 
费用 
164,33 百分比 6% 164.33 
16.00 MER (fi 2} 16.00 
8000.00 ”理赔 及 到 期 (3 A} 8000,00 
—4649.28 HEM BH 一 4473.28 
4531.05 3707.05 
491.34 净 收 益 315.34 


注 1, RAG =( 上 一 年 度 末 资 产 额 十 保费 收入 一 费用 支出 )XD. 直 。 
注 2, Pua BB = 一 109.07 十 458.57 十 491.34 = 241.934 283.574 315.34 = 
840.84 , ' 
注 3. 另 一 种 计算 方法 : iaer = WEES OA G 十 p AN ee 
的 积累 值 = LOGO x (1.15? — 1} +100 x 0.80 x 1.157 +90 x 0.94 x 1.157 + 
80 x 0.94 x 1.15 = 840.91 RH ERRSABENN A. 

以 上 会 计 说 明 中 涉及 的 一 些 关 键 点 归结 如 下 {接着 前 面 }: 

6. 当 受 益 与 费用 责任 准备 金 作 为 负债 报告 时 ， RRP A 
为 滔 收 僵 的 数额 比 只 用 净 保 费 责任 准备 金 作为 负债 根 告 时 的 变动 
要 小 上 罕 。 田 外 ， 浪 收 荔 可 与 一 条 的 利 妃 以 及 净利 泪 附 加 费 按 利息 
KE (EL a KR 

T. 3 ERNE ae ee EO AS A A ARS 
iy 。 
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表 9.2.6 PARR (初始 10 个 被 保险 人 ) 


(1) (2) 











Pe aR Be i 225 4A 
准备 金 作为 负 情 HS FS tin 
第 一 年 度 

3207.62 资产 3207.62 
2316.69 ”负债 {责任 准备 金 ) 1965.69 
890.93 aa 1241.93 
3207.62 3207.62 

AIER 
3998.78 资产 5998.78 
4649.28 AR (HESS) 4473.28 
1349.50 Ee 1525.50 
5998.78 5998.78 
第 三 年 末 
1840.84 资产 1840.84 
0 负债 (责任 准备 金 | 0 
1840.84 HE 1840.84 
1840.84 1840.84 


注 1; 盈余 增加 额 = 净 收 益 总 额 : 1840.84 一 1000 = 840.84 . 
注 2: AEM 二 上 一 年 度 末 故人 余 十 净 收 蔓 。 
注 3: 资产 二 上 一 年 度 末 资 产 十 { 净 收 区 十 iE a 24 mA) 
一 上 一 年 度 末 资产 + (RR 十 投资 收益 一 理赔 一 AA). 


S 在 实际 运用 时 ， 期 望 结果 并 不 象 上 例 那 样 确 切 地 实现 。 


9.3 费用 类 型 


保险 企业 的 会 计 制 度 目 的 在 于 记录 、 分 类 与 概括 财务 变动 ， 
同时 还 提供 经 营 活动 的 数据 : MHRA. MR. AR 
单据 数 等 。 在 收集 了 这 些 信息 后 ， 可 对 经 党 活 动 的 各 主要 费用 项 
目 进 行 分 析 ， 分 析 结 条 将 有 助 于 对 来 来 进 售 的 保险 单 决 定 附 加 避 
费 。 如 果 运 用 平衡 原理 ， 那 么 费用 附加 保费 的 精算 现 值 等 于 保单 
所 对 应 的 费用 支出 的 精算 现 值 。 
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保险 机 构 的 费用 归 类 与 分 配 是 一 项 令 人 头 错 的 工作 。 #921 
给 出 一 个 例子 。 
表 9.3.1 保险 机 构 费 用 开支 的 一 种 分 类 方案 


费用 分 类 成份 
投资 (1) 分 析 
(2) 2, BERS RA 
保险 
L 新 契约 费 (1) 销 上 信 费 用 ， 世 括 代 理 人 佣金 及 广告 : 
(2) LB, ARERR AA 
(3) HES RAR ids 
2. #44 (1) RB eRe Be Sih 
(2) 受益 变更 及 支 和 村 选择 权 准 备 
(3) 与 保单 持 有 者 联结 
3. 营业 费用 (O) 研究 
(2} 精算 与 一 般 法 律 服务 
(3) 普通 会 计 
(4) 税金 .许可 证 等 网 用 
4. 过 付费 用 。 {11 理赔 调查 及 总 护 费 
(2) 受益 去 付费 用 


在 决定 附加 费用 的 保险 费时 ， 一 般 只 考虑 保险 费用 ， 而 将 投 
资费 用 冲销 投资 收入 ， 体 现在 保费 中 则 适当 降低 设 定 的 利率 。 

在 某 些 例子 中 ， 费 用 项 与 经 营 活 动 有 固定 的 关系 ， 芯 如 ， 通 
划 销 售 代理 大 的 傅 金 按 保 费 的 百分比 提取 。89.2 的 示人 恒 中 第 1 年 
佣金 为 保费 的 104, 第 2 、 第 3 年 为 2 路 。 保 险 机 构 的 税金 一 般 
te BE PR BE AY EY a> EL Ea 

其 它 费 用 项 目的 分 配 就 不 那么 显而易见 了 。 这 里 ， 统 计 分 析 
与 员 觉 判断 的 混合 常常 被 运用 。 在 附加 保费 公式 中 ， 通 常 将 新 丰 
纪 费 分 配 于 第 一 个 保单 年 度 。 某 些 新 契约 费 与 保费 数额 相关 ， 如 
ie: 男 一 些 则 与 保险 金额 相关 ， 如 风险 分 类 费用 ; Tee 
与 保单 或 保费 的 额度 无 关 ， 如 档案 记录 的 建立 。 

对 费用 的 分 类 与 分 配 是 控制 保险 体系 营运 的 重要 管理 手段 ， 
然而 ， 在 次 定 保费 时 ， 对 费用 的 核算 具有 前 脆性 质 ， 目 标 是 使 未 
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来 费用 开支 与 未 来 附加 保费 相 匹配 ， 因 此 ， 按 通货 膨胀 或 收缩 预 
期 的 费用 开支 趋势 应 考虑 进去 。 
表 9.3.2 提供 了 按 表 9.3.1 分 类 的 保险 费用 与 相应 的 附 奶 因 
子 的 一 个 示例 。 
93.2 ”未 来 保险 费用 的 分 配 示 例 


at 第 1 年 
每 份 保单 ”每 1000 Rh REHASH 





1l. FRBAR 
(i) BRA 
fn _ — 60% 
销售 事务 - - 25% 
RE 12.50 4.00 = 
(2) 分 类 18.00 0.50 一 
(3) 发 行 与 记录 400 - 一 
2, 维持 费 2,00 0.25 — 
3. 营业 费用 : 
(1), (2), (3) 4.00 0.25 一 
(4) 税金 - - 2% 
小 计 (1,2,8) 40.50 5.00 87% 


4. 第 付费 用 每 从 保单 18.00 加 上 每 1000 29 0.10 


ee 
续 年 


分 类 
it 每 1000 保费 的 百分比 { 按 保 单 年 度 ) 
保单 保 额 2-9 10-15 J6 iF 
l. FRA 


(1) Be BAG 
fas - - 70% 5O% 3% 


销售 事务 。 -25% 15% 1% 
RZ - - - - 
(2) 分 类 .  - - - _ 


2. HEAT 2.00 0.25 - — _ 
3. 营业 费用 

(1}, (2), (3) 4.00 0.25 - 一 - 
(4) RS - - 2.0% 20% 2% 
‘Sit (1,2,3) 6.00 050 115% 8.5% 67 
4. 26-6} H ft Re 18.00 加 上 每 1000 fF aR 0.10 


- SOT : 


例 9.3.1: 对 于 接 半 连续 基础 向 x 发 行 的 保险 金额 为 20000 
的 终身 寿险 保单 ， 按 表 9 .3.2 所 列 费 用 ， 根 据 平衡 原理 建立 附加 
费用 的 年 缴 保 费 公 愉 。 

解 : 设 G 是 附 吉 费用 的 保费 ， 则 出 附 却 费 用 的 保费 精算 现 值 
= 理赔 、 理 赔 费 用 及 其 它 费 用 的 精算 现 值 ， 


Gils = 20020A),) + [(140.50 + 0.87G) + 16a 


= 


解 得 
G = (20020A;,) + 140.50 + 16¢/,))/{4).) — 0.87 — 0.115 
20020A/,| + 140.50 + 164/21 


在 上 例 中 ， 得 出 的 是 保险 金额 为 20000 保单 的 附加 费用 的 保 
费 。 在 实践 中 ,保费 通常 以 单位 保险 的 费 率 表示 ,对 于 人 寿 保险 
费 率 一 般 是 1000 元 初始 受益 的 保费 ; 对 于 生存 年 金 ， 费 率 一 般 
是 按 每 月 一 元 收入 计算 的 。 当 保费 以 费 率 形式 表示 时 ， 产 生 了 对 
不 同 金额 保单 按 单位 保单 分 配 的 费用 问题 ， 这 个 问题 将 在 下 - - 节 
讨 沦 。 


89.4 ”单位 保单 的 费用 
Gib) 是 金额 为 总 保单 的 附加 费用 的 保费 ， 并 且 
G(b)(1 ~ f) = ab+e, (9.4.1) 


Kia, f BAERBH, fl. Hee 表达 了 保险 成 本 中 下 
接 与 保险 金额 大 小 相关 的 部 分 ， 其 中 单位 保 崔 的 染 保 费 古 最 寻 要 
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He AA c 可 解释 成 每 份 保单 的 费用 ， 而 常数 S 则 代表 与 保费 数 
籁 相关 的 费用 在 保费 中 的 百分比 
公式 (9.4.1) 可 当成 








_ ated 
Gib) = b if 
= 6F(d), (9.4.2) 
其 中 
_ atefb 
Rib) = [一 
a Rb) 是 金额 为 8 的 保单 的 保险 费 费 率 ， 其 表达 式 可 简化 为 
R(b) =a! + ©, 


b 
KH a =a/(1— f) d 二 ef(1 一 了 站。 不 过 使 用 含 3 个 常数 的 前 
一 表达 式 通 常 较 方 便 ， | 
典型 的 费 率 函数 RR(5) 如 图 9.4.1 所 示 ， 其 中 ?nm 是 最 低 保 单 
TA, b 是 平 专 保单 金额 。 图 中 给 出 了 3 种 确定 单位 保单 费用 的 
3 种 方法 : 


Reh) 
精确 费 率 方法 





一 一 x 一 x 一 带 状 方法 
| 一 ERB H 





图 SAL RAR HEAD E R BY of BY 
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1. A¥ #(policy feeje/(1—f) = d mHE bfa/(1—f)} = be’, 
得 出 附加 费用 的 保费 (9.4 .2) TAK, CRRA RO). 

2. Fa? Bote Bt eh Bue Ph RO). 这 个 方法 称 为 带 装 方法 (band 
method) 。 

3. 用 常数 Rb) 近似 费 率 函数 Rb). 

第 2 种 方法 带 状 方法 亦 称 为 高 额 保 险 折扣 优 竺 方法 (quantity 
discount approach}, 因 增 加 保险 金额 可 明显 降低 费 率 而 得 名 。 按 
方法 3, 当 保 单 金额 5 < 所 时 ， 附 加 保费 的 精算 现 值 小 于 费用 的 精 
和 拭 现 但 ， 如 果 将 保险 金额 看 作 随 机 安 量 ， 记 为 B, 那么 保单 的 期 
RRA E 

一 zna, Gb+e 

E| BR(b)|] = bR(b) = 
l- F 

Re. EMRA SRA MAA F. 
例 9.4.1: SE ape Be PR BP A A Be OR Re oF : 





ie Az = 0.20 
费用 

推销 情 金 保费 的 7.5% 
税金 ， 许 可 让 等 费用 ”保费 的 3.0% 
Pe fir oR HBR AY : 

第 一 年 23.00 

at SF 2.00 


母 价 保单 理赔 费用 12.00 


计算 Ab), 这 里 保险 金额 以 10000 HM, i= 0.06, 
解 : 将 有 关 数 值 代 六 【9.4.1) 得 


(1 — 0.105)G(b) = (10006 + 12) x 0.20 + 23 + 2.50a,. 
利用 死亡 均 名 分布 假 设 ， 


1- A 1 — (IDA 
as = E = EE 1 13.2353, 
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AAT 
0.895G(b} = 200b + 2.4 + 23 + 2.50 x 13.2353, 
G{b) = 223.465 + 65.35, 
R(b) = 223.46 + 一 


例 9.4.2: 其 种 按 半 连续 基础 发 行 的 终身 保单 ， 费 用 分 配 如 


F: 
保费 的 自分 比 ” 每 1000 所 保险 使 ”单位 保单 
第 一 年 30% 3.00 10.00 
ae oF 5% 0.50 2.50 


(1) 假定 单位 保单 费用 按 第 1 年 与 续 年 分 别 与 保费 匹配 ， 写 
出 附加 费用 的 第 1 年 保费 与 续 年 保 帆 表达 式 。 

(2) 写 出 每 年 须 缴 付 的 单一 保费 。 

解 : k(t) 是 排除 单位 保单 费用 的 保费 ， 其 中 心 的 单位 是 千 
元 。 于 是 


Ra 


| 


(1000.4, + 3 + 0.50a,] + 0.30k(b) + 0.05k{b)a;, 
10004, + 0.54. +2.50 , , 
MO) = OO gsi. 0 T 
SREPR AAR PO. LARA TRA Re EEM T 
币 位 保单 费用 ， 这 样 ， 第 1 年 应 缴 保 费 为 
k(b) + 一 = k(b) + 14.29 


0.70 
= b+ 1429 Ha E) 


续 年 保费 为 


"oll + 


Qe Gg 是 对 应 于 单位 保单 费用 的 附加 费 ， 则 


ga, = 10 十 2.5az 十 0.39 十 0.059ar， 
50 十 了 .5 | 
I = 0.95a_ — 0.257 
所 求 保 费 为 
k(b) +g = bla’ + $), 


69.5 ”会 计 计 算 基 础 


这 一 市 要 将 $9.2 中 的 许多 论点 细致 化 ， 以 下 将 不 断 引 用 表 
9.2.5 与 9.2.6 , 


财务 会 计 的 -个 靖 的 ， 就 是 在 会 计 周 期 内 决定 资产 负债 方程 
Alh) = Lh + U(h). (9.5.1) 


的 变 元 。 在 (9.5.1) 中 ， AR 是 资产 额 ， 上 (hh) EnA UA) 
是 所 有 人 权益 额 (在 保险 会 计 中 称 为 兽人 余 ), h 是 会 计 周 期 末 的 时 
A], BRA LB Ra 


AU(h) = AA(h)— AL(A) 
= 在 周期 h+1 的 净 收 益 . (9.5.2) 
下 面 按 表 9.5.1 所 述 的 条 和 件 说 明 这 个 基本 模型 。 
$% 9.5.1 

L. 保险 计划 : ee, BPS Bi 

2. 支付 基础: TAAN 

3. 华 龄 与 发 行 时 间 ; FR--ASU FRO (2) 发 入 

4. AI: ES) RAR 

5. 经 验 : HARB ODT REM 


Se tb To A ST Bae BS ae TR AT HI 
(KAA SA  . 


-al> 


F A ae tet Ge Bi A ck (5.7.2) 开始 ， 在 那个 公式 中 置 
bn = L, TA- | = F,. nV 一 所 Vis HE EL h—1Pell (1 +i), A 


h—1Prla—1 Vet Pe (1 +t)—-h_-1pedeth—1 =n Par Ve A=1,2,--- 
(9.5.3) 
HiwihiA lL PSUR A. RS PSORAB A, MAA 
fuk Fy FT AY 
A(1) = £(1) 


或 
Pll +i) — qe = Pri Vo. (9.5.4) 
LERNA, TERPS, HA i Pe ETF 
HWE 保费 收入 =P, 


Pl UZ A = Pt 
iP it ”死亡 赔付 二 gx 


A(1) 


A(0) + A(1) — A(0) 
一 0O+F{1+7)-—4¢, 


“PN (9.5.4) 2 (9.5.3) E h = 1 的 情形 ,由 此 可 见 ，A(1) 一 L(1) = 
U(l)=0, 


AA (9.5.3) 也 可 用 来 得 出 以 递归 形式 表示 的 相继 年 度 的 会 
计 陈 述 。 设 会 计 年 度 请 不 有 


A{h) 一 Eth) =h Prh Vr 
根据 


AA) = 保费 收入 十 利息 收入 一 RA 
= Apr E Fh Prl Kp + Pl? —h Drdrth; 
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可 得 
A(h+1) = Alh)t+ AAA) 
= ppzrhbz + LiPo li + (AV, + P, Yi] TA Pxz+h} 
= Aba (Vor + Pi)(1 + i} Th Prý{r+h 
= priprptiVs = Lh +1). 
在 以 上 说 明 中 ,初始 基金 、 利润 或 风险 附加 费 都 假定 为 0, RS 
结果 追踪 得 出 ACh) -Lh =U(h)=0, kh =0,1,2,---. 
现在 将 表 9.5.1 PREE HER, BP A n Ee 
加 上 正 的 附加 费 c, 并 设 会 计 年 度 凡 之 初 {时间 为 有 一 1) 支付 的 
费用 每 份 残 存 保单 为 cp_1. MEA A A h AS AAW, ix 
样 ， 附 加 保费 c 的 精算 现 值 可 能 大 于 系列 费用 en_1,4 = 1,2,--- 


的 精算 现 值 ，。 
A (9.5.3) 容纳 附加 保费 与 费用 的 增 广 形式 为 


h-1P2{h—1Va + ulh 一 1)| + (Pr +e- ep—1}(1 + i) 
— A-1P2G2+h—1 Th prlh Vz + ulh)] h = 1,2,3, (9.6.5) 


其 中 ， uh) 表示 会 计 年 度 有 之 末 每 份 残 存 保单 的 目标 县 余 。 
从 (9.5.5) 中 减 去 不 含 附加 费 的 (9.5.3), 得 


h—1P2lu(h — 1)+ic— eri) {E+ t) =n Pruh) h=4,2,---, 
(9.5.6) 
PU v”, 可 整理 成 差分 形式 


Afu" lh -1peu(h — 1)} = 0 1prle — en 1). (9.5.7) 


加 上 初始 条 件 u(0) = 0 可 得 出 


h h 
2, Alu" j-peu( —l}= > vipele E €j-1); 
j=l 3=1 
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h 
Apculh) = >》 人 1 十 iy’ itl pele 一 ej—1) (9.5.8) 
j=l 
这 表明 ， 在 会 计 年 度 h XEHE Ra E AA AM RR RY 
RRE. APRA GE 9.2.5 附注 3 比较 。 
如 果 净 保费 责任 准备 金 (受益 责任 准备 金 } 作为 负债 ， 那么 在 
以 上 理想 化 的 保险 体系 中 ,会计 年 度 几 末了 以 期 望 值 作为 各 项 目的 
会 计 报 表 如 下 ， 


SP ARE 
{会 计 年 度 及 E) 
Ath) = L(h) 一 UR) 
=h Dan Vr +h peulh) 
f 
=h pzhVz + P (1 +i) tj pelc — ej-1) 
1 
(BAPSHE 
收入 : 
保费 收入 nipz (Pz +c} 
投资 收益 h—ipsla-1Vz + uih -1) + Pete enili 
小 计 n-1pa|((P2 + e)(1 +i) + (a-1Ve + ulh- 1) - er-1) 
EERI h-1#r{z+h—l 
a HH h-1Psr6h-1 
责任 往 备 金 变 忆 ADor Vz —h-1 Prh—1 Vx 
小 计 paper Ve —h-1 Polh—1Vr — ern_1) +h_1 PeGeth-1 
ds (i aR th) 
n-ips(u(h — lji + fc — en—1}(1 +i) (9.5.9) 


E 9.2.5 9.2.6 MATE ART ERE AR. 那里 的 
REE REE EGA Se. MRA BSP RRB AW 
期 望 信 。 

(9.5.9), 会 计 年 度 玉 未 的 期 望 荔 余 为 


hPeulh) = p-iprulh — 1) +a- peluh — 1) 
+(e — en_1}{1 + £), (9.5.10) 
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与 (9.5.6) - : 致 ， 不 过 现 夺 是 从 会 计 观 点 得 出 的 。 
这 一 章 前 面 曾 指 出 ， 在 实践 中 ， 随 着 持续 时 间 延 续 ， 费 用 颂 
"Fim. FE. PAB 


h 
Apote{ h) = >》 (1 十 i) It prle — 3-1). 


j=1 


通常 太 较 小 的 及 EAA, TRAM RANJE. 藉以 得 出 这 一 
点 的 会 计 模 型 中 ， 净 保费 责任 准备 爹 作为 负债 ， 附 加 保费 是 均衡 
的 ， 而 费用 开支 从 保单 发 行 开始 随时 间 递 减 。 

为 避免 起 初出 现 资产 少 于 负债 的 状况 ， 可 采取 以 下 措施 : 
(1) 保险 机 构 获得 额外 资本 作为 初始 僵 余 u(0), 以 保持 每 一 年 度 
的 (期 望 ) Ba 


h 
uw) HtA HH apele — ey 1) 
j=l 
WIE, kh=0,1,2,---, 
(2) A FR Æ EE a a RAR, E ch ~ ern- > 0， 
h=1,2,3,---. 
(3) 保险 机 构 的 负债 可 按 某 种 修正 责任 准备 金 原 则 核算 ， 以 
降低 早期 保单 年 度 确认 的 负债 。 表 9.2.5 与 9.2.6 中 列 (2) 使 用 的 
受益 如 上 费用 责任 准备 金 方 法 即 为 -- 例 。 


§96 ”修正 责任 准备 金 方法 


眉 止 责任 谁 备 金 方法 在 确定 责任 准备 金 时 ， 从 未 来 受益 的 精 
算 现 值 里 减 去 的 项 不 直接 使 用 一 组 均衡 净 保 费 的 精算 现 值 ， 而 是 
采用 阶梯 保费 step premium) 制 。 尽管 理论 上 可 允许 使 用 多 个 阶 
柳 ， 但 通常 包含 的 不 同 保 费 水 平 不 超过 三 个 。 这 三 个 保费 水 平分 
MESAP, RF 是 第 1 年 的 净 保 费 ， 是 接 下 去 了 - 上 年 
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的 兆 保 费 ， 卫 是 起 初 j 个 保单 年 度 之 后 的 净 均 衡 保费 。 这 组 保费 
a i EE OR : 


a+ as —1| + Pih- gh} 
G + BaF = Pa 


一 中 = Papp 


(9.6.1) 


Ep ARSRPMER. 于是， 这 组 保费 的 精算 现 值 与 净 均 衡 保费 
(年 缴 额 P) 的 精算 现 值 丰 当 。 

按 上 一 节 中 的 符号 ， 附 加 保费 c 可 抵消 第 一 个 保单 年 度 的 
部 分 费用 。 如 果 a < P, 那么 按照 修正 责任 准备 金 会 计 方法 ， 
P+c 一 Qa > c 可 做 得 与 第 一 年 度 的 费用 完全 匹配 。 当 < 时 ， 
必 有 日 > PP, 这 一 点 可 从 (9.6.1) 看 出 。 事 实 上 ， 由 (9.6.1) 的 第 
一 式 可 得 


a+ Ba + 1), 





py pagni (9.6.2) 
“= 本 
另 一 个 可 从 (9.6.1) 获得 的 表达 式 为 
Bla Dans 1) = T: — a, 
"y= P+! at (9.6.3) 


| 


这 样 ， 修 正 责任 准备 金 方 法 可 通过 确定 修正 期 年 限 j 以 及 期 间 第 
1 年 保费 a MEER OREM 8 一 Qa 三 者 之 一 而 得 到 体现 。 图 
9.6.1 提供 了 这 些 关 系 的 一 个 图 解 ， 其 中 阴影 部 分 六 与 B 所 代表 
保费 的 精算 现 第 相等 ， 与 之 对 应 的 关系 式 可 从 (9.6.1) 看 出 : 
P-a = (8 — Pha. 

以 上 德 用 符号 a 与 用 分 别 记 7 年 修正 责任 准备 金 方 法 中 的 
第 一 年 保费 与 续 年 保费 ， 用 一 般 符号 P 记 净 均衡 保费 。 与 此 相 
应 ， 以 下 将 用 符号 Ve! 来 记 根据 修正 方法 计算 出 的 期 末 责 任 准 
备 金 。 
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图 9.6.1 修正 责任 准备 金 方法 中 的 保费 


对 于 疡 年 茹 费 、m 年 期 两 全 保险 , 采用 了 年 修正 期 的 修正 责 
任 准 备 金 方法 ， 下 列 公式 可 用 于 计算 期 末 责 任 准 备 金 。 在 修正 期 
A, k< 3, 


kami = 人 RE 一 Parika T hP emj-kjh-jästk 
7 人 TR Peay sp RO 加 (8 ”下 Pem) g kjk 


h a: 
一 Vet 一 (8 TR Pom a te 


在 修正 期 之 后 ， 在 修正 方法 下 的 责任 准备 金 与 净 均 衡 保费 方法 下 
. 的 责任 准备 金 相同 ， 即 EVM 一 外 y akj, 

例 9.6.1: 考虑 完全 连续 基础 的 终身 人 寿 保 险 ， 采 用 的 修正 责 
任 准 省 方法 的 修正 期 为 整个 保单 有 效 期 ， 第 一 年 的 年 保费 ( 率 ) 为 
Gis, 续 年 保费 (年 率 ) 为 ERP, G< P(A。) 。 定 义 未 来 亏损 
变量 并 写 出 可 用 来 求 责任 准备 金 的 方程 。 

解 : 所 求 损失 变量 为 

v” — Uety UEF < 1-8, 
LMod _ v” — BG, 一 Boel- U>1—t, 
O<t<1 
v” — B üp t>i. 
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类 似 于 (5.2.2), RES ze 
VA) {RB 
另外 ， 
V (Aa) <i VA) = Ba — P(Az)[Gere EZL 
由 于 要 求 
Art, + faiie = P(Az)(@,.,3, +1 Z) (9.6.4) 


+ 好 
并 根据 条 件 a, < P(Az) 可 知 
5 > P(Az). 


于 是 
VA VA >0 tL 


B 9.6.2: 对 于 例 9.6.1 中 的 情形 ， 导 出 V (A) o 的 后 顾 公 


用 85.3 的 符号 可 得 
iV A) Mo — 


ett 一 Oraa- Bn —1@x+t 


pin 


- 919 - 


另外 还 有 
iV (Az) 一 VA) = [P (Ar) a On| 32.4 Ost<l. 
Et> 1m. H 


Ay = arty T + 8, (i}e-122 + Tettt Ez) 


“= 
a 
B 
= 
a. 

| 


= Aga: — 9, Ge4+t 


一 Ay 一 Ara yT B Bellt—1ds 
= A ll 





89.7 “完全 初 年 定期 制 


为 了 与 较 高 的 第 一 年 费用 匹配 而 增 杭 第 一 个 保单 年 度 有 效 内 
加 保费 G-a 的 责任 准备 金 和 修正 方法 中 ，G 通常 小 于 站。 然而， 
在 实践 中 ， 为 了 符合 某 些 法 规 条 例 ，a 的 取 值 一 般 有 一 个 下 界 。 

负 值 的 责任 准备 金 灸 债 在 会 计 上 实际 上 是 资产 ， RKB R 
费 收集 是 不 确定 的 ， 保 人 险 业 监管 部 门 一 般 不 允许 在 资产 负债 表 中 
出 现 负 值 的 责任 准备 金 。 困 此 ， 实 用 的 责任 准备 金 修正 制 应 避 负 
第 一 个 保单 年 度 末 出 现代 责任 准备 金 。 这 意味 着 ， 对 定额 受益 保 
单 ，a 的 最 小 可 能 值 按 完全 访 散 基础 是 4! -. 这 个 结论 可 从 以 下 


rt ll 
推论 看 出 : 
iv 之 0, 


OS 7 一 1 ke > 0, (9.7.1) 

x > Als, 
SoeRARIRKEFABEMARTRRATTAN, HAAR 
称 为 完全 和 初 年 定期 ffall preliminary term FPT) #iEAK. E 
PPT BEHT. B-A REEE RH REA SA O. 
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按 此 完全 离散 基础 ， 续 年 保费 5 可 利用 类 似 于 (9.6.1) 的 等 
式 获 得 。 用 4 表示 净 焉 缴 保费 ， AL) 表示 始 于 了 十 1 岁 的 剩余 
SRR RRR, W 


Ala 十 Byjn-142 - Paat 
= A 
= Aly ti ErA(l) (9.7.2) 


或 者 
1 E,A(1} _ A(1) 





Ih—-10%2 Cetth—l 


换 半 之 ，8 是 岁数 大 工交 的 类 似 保险 的 净 年 缴 保 费 ， 在 限定 保费 
缴 付 期 的 场 介 ，{6 的 ) 缴费 期 少 1 年 ， 满 期 年 龄 与 原 保 险 相 同 。 

按 完全 连续 基础 ,第 -年 保费 ( 率 ) 的 最 小 可 能 值 是 A514/5,1 。 
此 结果 仍 基于 第 一 年 木 责任 准备 金 非 负 : 


(9.7.3) 


对 于 续 年 保费 {年率 )9, BMF (9.7.2) 有 


A, + By),-142 一 P(A)G, Hj 
A 
= A +1 ErA(1) (9.7.4) 
RE E 
J AU) 
1JA—1 2x 
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完全 初 年 定期 (FPT) 修正 方法 对 会 计 报表 的 影响 可 从 修正 
(9.5.5) 得 出 。 在 FPT 制 下 ， 附 加 费用 的 保费 由 


P, +e= A g te= p+c 


Sth, AP co 是 第 一 年 的 附加 保费 ， el 是 续 年 附加 保费 。 仍 用 
uk) 记 会 计 年 度 此 之 末 每 份 残存 保单 的 目标 重 余 ， 与 (9.5.5) 类 
{i u{0) = 0, 


(AL + co) — eo](1 + i) - qe = pot(1), 


. 9.7.5A 
(co — eo)(1 + = pru(1) k=O, ( ) 
ppz{pVe T + u(k) + (Br + 1) — ex }(1 +i) ~% Palati 
= k41Polk t VE T +u(k+1)] &=1,2 
(9.7.5B) 


于 是 ， 当 
co — €o = (Pe +e— A g- e) > 0 


时 ， 以 上 理想 化 会 计 示 例 的 第 一 年 看 余 是 下 的 。 夺 实际 场合 中 ， 
Co = P, +c- Ars > c, 


pzu(1) 将 比 以 净 均 衡 保费 责任 准备 金 作为 负债 时 更 大 。 
5 (5.7.2) 类 似 的 递归 公式 是 


1 AC +i) — gr = 0, (9.7.6A) 


Pelr VE T + Bet 到 一 上 pzgo = k+1Pek+1 VE 4. (9.7.6B) 
从 (9.7.5B) 中 减 去 (9.7.6B) 得 


kP2[u(k) 十 el 一 Een){! + i) 一 大 十 1 paulk + 1) k= 1,2,3,.. 
(9.7.7) 


. $22 ， 


用 up+l ge (9.7.5A) 5 (9.7.7), 当 大 一 [时令 ce =o, SAR 
1,2,… 时 令 以 =a, 于 是 有 


Alv",p.ulk)] = vu" pelch 一 Ek). (9.7.8) 


由 w(0) = 0 及 差分 方程 (9.7.8) 可 得 ， 


k—1 k—1 
> Ale? jpeu(s)] = $ v sPeley — ez), (9.7.9) 
j=l j=0 
k-1 | 
ppou(k) = > (1+ i)i pole; — ej) (9.7.10) 
j=0 


与 (9.5.8) 一 样 , 在 这 个 理想 化 模型 中 , 每 份 初始 保单 的 期 望 盘 
剑 是 附加 保费 超过 费用 部 分 的 积累 值 。 用 (9.5.7) 与 (9.7.8), 可 分 
别 得 出 完全 初 年 定期 (FPT) 制 责 任 准备 金 与 净 均 衡 保 费 (NLP) 
HRS SURE RAM RENEE AR, HOR 
如 下 : 

FPT NLP 

Co — ¿0 > ¢— Eù (9.7.11) 

Cy — Ek < C— Ek k = 1,2, 
以 上 (9.7.11) 所 示 对 芋 余 的 期 望 页 献 不 等 式 当 Qa < 了 及 > 
时 成 立 。 


9.8 ”美国 保险 监督 官 标 准 


如 果 末 用 保险 企业 资产 负债 表 中 责任 准备 金 负 债 不 能 为 负 值 
的 原则 , 那么 完全 初 年 定期 (FPT) 制 责任 准备 金 方 法 确认 的 第 一 
年 期 未 责任 准备 金 与 净 保 费 都 是 最 低 的 。 概 据 (9.7.11), 按 FPT 
与 NLP( 兆 均衡 保费 ) 制 的 第 一 年 一 余 贡 献 为 


NLP 


FPT 
P+e- A, eo = (9 — ĉo >C en. 
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(AEN, P-A 的 大 小 依赖 于 险种 。 壁 如 Prom 道 常 远大 
于 Pla, 两 全 保险 可 用 来 冲销 第 一 年 费用 的 余地 也 就 远大 于 定期 
保险 。 有 学 者 认为 ， 如 果 P- Al 对 低 费 率 的 保单 担 供 的 费用 
(冲销 ) 额度 是 合适 的 话 ， 那 么 对 高 费 率 的 保单 这 种 费用 额度 就 过 
ET. 按照 这 个 意见 ， 对 低 费 率 的 保单 可 令 人 满意 地 使 用 FPT 注 
法 ， 而 对 高 费 率 保单 则 应 使 用 -种 第 一 年 期 末 责 任 准 备 金 为 正 的 
修正 责任 准备 金 方法 ， 

一 和 更改 的 初 年 定期 制 需要 给 出 一 个 决定 规则 ， 据 此 将 保单 
分 为 低 费 率 与 高 费 率 类 别 ， 对 低 费 率 保单 允许 使 用 FPT 方法 ， 
而 对 高 费 率 保单 ，B,6 一 a 或 a> A 三 者 之 一 以 及 修正 期 年 
限 需 另外 确定 。 

政府 制定 法 规 的 一 个 目的 是 维护 被 保险 人 的 合法 权益 ,减少 
保险 公司 违约 的 危险 。 为 此 ， 保 险 法 规 一 般 对 计价 方法 及 想 设 的 
选择 有 所 限制 。 某 些 计 价 法 确定 了 各 种 修正 资 尾 准备 金 标准 ， 但 
与 美国 的 精算 师 直 接 有 关 的 是 标准 计价 法 规定 的 保险 监督 官 计价 
标准 ， 其 要 点 如 下 : 

(1) 高 费 率 保单 是 那些 满足 OPT > Pr 的 保单 ， 其 中 
19fz+1l 是 20 年 向 费 期 终身 寿险 的 FPT ee eee. 

(2) 对 低 费 率 保单 采用 FPT 方法 。 

(3) 对 高 费 率 保单 采用 一 个 特别 的 保险 监督 官 责任 准备 金 计 
iE (Com) 其 中 ， 和 修正 期 等 二 缴费 期 ， 日 


Com C ] 
fe) 一 外 “19 Poe] — A pT 


应 用 (9.5.3) 可 得 
l- 
BCom = py — el (9.8.1) 


这 里 h 是 保费 缴费 期 限 ， 


- O24 > 


iy FAO a 69 ee se BH tr thal aS — Sd my HE BY EE 
保费 与 非 定额 受益 的 保单 。 在 85.4 讨论 了 一 种 完全 离散 基础 的 一 
般 保 险 ， 现 用 那 种 保险 来 说 明 问题 。 该 保险 当 死 亡 发 生 在 保单 年 
度 j 十 1 对 , 年 未 赔付 死亡 受益 bin 在 活着 的 情况 下 , 年 保费 在 
缴费 期 内 的 保单 年 度 初 缴 付 ， 保 单 年 度 了 十 工 之 补 (也 就 是 时 间 
7 缴 付 的 毛 保 费 为 G; 。 

以 下 阅 述 应 用 保险 监督 官制 责任 准备 金 标 淮 于 这 个 一 般 保险 
的 若干 规则 { 按 Menge1946 年 解释 ), 公式 只 对 定期 保险 给 出 ， 对 
两 全 保险 只 作 说 能 ， 并 在 例 9.8.1 中 给 出 计算 。 

首先 决定 使 用 FPT 方法 的 准则 。 第 一 步 计 算 一 个 等 锥 定额 
续 保 金额 (ELRA), 对 上 述 一 般 保 险 ， 


n—2 
++i 
> bs ravit jP24+19G24+143 


ELRA= = (9.8.2) 


i 
#w+1:n—1| 


HARRE LRA 只 根据 死亡 受益 计算 ， 亦 由 (9.8.2) 给 出 。 
RE WESFERI ERA TAEZ 


n—2 

. +1. | 
2 bjt20 "GPa t1de+it3 
了 一 


rp = (9.8.3) 
2 Gj41t) jPr+i 
j=0 
对 两 全 保险 ， 纯 生存 受益 包括 在 rF HHT. 
按 Menge 的 解释 ， 当 
rrGo < ELRA oP eit (9.8.4) 


时 , 可 使 用 FPT 方法 ， 据 此 ， ig te BRA ig = voids Rk Tj = 
rpGj,j =1,2,+,h—1, RHA BRM. b> 工时 的 
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公正 责任 准备 金 为 
n—-k—] h-k—-1 


Mod 十 1 
nV 一 > 加 TH jPartkGatk4j TE > Ght jt" j Detk. 
(9.8.5) 


当 (9.8.4) 不 满足 时 ， 相 当 于 8 一 a 的 第 一 年 费用 超额 补贴 
Al 
ELRA9Po41 -b A}. 


PRRABREAZ EEN PUR rc 由 下 式 决 定 : 


n—1 
2 b+ iPega; + (ELRA9Pp41 一 1A, 3) 
I= 





re = h-i 
>, Gj gD; 
7=0 
(9.8.6) 
此 时 ， 这 个 高 费 率 情形 的 修正 责任 准备 使 为 
n--ġ—] h—k—] 
pV Mod -- > betjt1 tT De 一 PC Gk4jU 7 天， 
7=0 7=0 
(9.8.7) 


HARRE ro 的 分 子 及 (9.8.5) 与 (9.8.7) 的 右 端 需 作 适当 调 
整 以 包括 纯 生 存 受益 。 

BY 9.8.1: 根据 保险 监督 官 修正 制 计算 投保 年 龄 35 Oy 
殊 30 年 期 两 全 保单 的 净 年 缴 保费 。 该 保单 的 起 初 20 年 受益 全 
为 150000， 以 后 为 100000, 期 满 受 益 亦 为 100000 。 毛 保费 前 
10 年 为 2500, 以 后 为 1250 。 计 算 时 采用 附录 的 示例 生命 表 以 及 
i = 0.06 。 

解 : ELRA 根据 死亡 受益 计算 ， 


ELRA = s0000 32e — Mss ~ 2Mes 
M35 一 Mes 


130153.30. 


I 
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Afrr AFAR H: 
50000(3Mse — Mss — 2Mes + 2Des) 
1250(2 Nag 一 Nas — Nes) 

0.91014604. 


| 


Ah, 
19 Pag = 0.0116543. 


应 用 FPT 必须 满足 {9.8.4), 然而 ， 


rpGo = 0.91014604x2500 = 2275.37 > 1516.85 = ELR Aig Pye, 


BAR AEA PPT 方法 。 相 应 于 8 一 0 的 第 一 年 费用 超额 补贴 
— 


ELRAg P41 一 Als = 1516.8456 — 284.9395 = 1231.9061, 
50000(3 Ma, — Mss — 2Mgs + 2De65) + $231.9061 
1250(2Nss — Nas — Nes} 
= (.88223578. | 


于 是 净 续 年 保费 为 


2500rp = 2205.59 年度 2,3,.… ,10， 
1250rc = 1102.79 42 RE11,12,---, 30. 


BEFA A 2500rc 一 1231.9061 = 973.68 。 


89.9 AcE KG IEF 


加 拿 大 保险 法 规定 的 修正 责任 准备 金 方 法 (CAN) 允许 精算 
师 在 选择 假设 时 有 较 广 的 自由 。 以 下 描述 的 加 拿 大 修正 制 按 数 学 
上 等 价 的 方式 给 出 。 
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首先 ， 令 EC? 为 第 一 年 费用 按 均衡 保费 衡量 的 额外 补贴 ， 





Bp 
| ar = P- BOM” (9.9.1) 
当 修 正 期 等 于 缴费 期 时 ， 利 用 (9.6.2) 可 得 
Can 
pom py A, (9.9.2) 
i Goho1 
其 中 
EC” = min(a,b,c), 


而 & = 150% PYAR, b= MMAR. c= 仍然 提 殿 管理 费用 
及 保单 持 有 人 分 红 时 在 第 二 及 以 后 年 中 可 收回 费用 的 精算 现 信 。 
在 (9.9.2) RR apop 加 到 (9.9.1) 上 去 ， 得 


Can Can _ 
or tH Ohl 一 A. 


MEA IE aloe FE HE Se F: 
nV 4 Qian -P ECon (9.9.3A) 
KVA = A(k)— Bo FF (9.9.3B) 
g+kih—k| 
peang — 
= by Tria (9.9.3C) 
oA 


其 中 Ak) 是 时 间 大 时 的 未 来 受益 精算 现 值 。 

另 一 种 等 价 的 描述 为 :在 时 间 0 的 期 末 责 任 准 备 金 定 为 EO, 
第 一 年 净 保 费 为 P, Ao" 按 (9.9.2) 确定 。 无 论 按 何 种 方式 ， 在 
时 间 0 的 期 初 责 企 准备 金 都 是 PEC? RAH MARES 
金 都 由 {9.9.3B) SH. 


S Pta 


习 A 

69.2 

1. (1) 某 赌 场 在 年 度 态 的 7 月 1 日 同 1000 位 顾客 每 人 收取 
0.55 元 ， 并 立即 投资 于 每 半年 利息 率 为 3%% HERK Re. £ 
eR A+1 的 7 月 1 日 ,对 应 于 每 份 顾客 的 共计 1000 Kas 
被 据 出 正 反面 。 如 正面 向 上 ， 则 可 获 1 元 奖金 ; 如 正面 向 下 ， 交 
信 为 0 。 对 该 赔 场 在 年 度 入 的 12 月 31 日 的 资产 负债 表 与 损益 
表 填 入 应 有 的 数字 ， 其 中 负债 使 几 精 算 现 值 。 


资产 人 负债 下 

资产 fa ffi 
fi HK SP 准备 多 

BR 

Hil fat 22 

赌资 收入 
HERA 
ee ah cee HH 


(2) 在 年 度 A+1 的 7 月 1 日 支付 额 随 机 变量 Y 服从 二 项 分 
ti, HEA Whit 


PrlY (1.03)"* — a > 0, 


其 中 a 是 在 年 度 丰 的 12 月 31 日 的 资产 。 
(3) 如 果 该 赌场 只 有 一 位 上 顾客， 那么 第 (1) 小 题 中 涉及 的 金 
额 乘 以 0.001, 证 明 此 时 第 (2) 小 题 中 的 概率 等 于 1/2. 
2. 用 和 干 党 全 迹 续 终 身 寿 险 保 单 的 增 列 费用 的 亏损 变量 由 下 
式 给 出 : 
E=b4 X, 


其 中 


ul Bh ‘~ 


X = c + (g — ea 
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在 这 些 表达 式 中 ， 工 可 解释 成 与 保单 的 受益 部 分 相 联 系 的 亏损 变 
量 ， 无 则 与 费用 相 了 联系， 符号 co 表示 非 随 机 的 初 妈 费用 ，g A 
连续 维持 费用 ( 率 }, e 是 保费 中 的 费用 附加 费 。 设 平衡 原理 成 立 : 
EJL] = EX] = 0, 证明 

(1) X =coL , 

(2) Var[Le] = (14+ co)*Var[Z] 。 

89.3 

3. SIE RMA 1000 到 65 岁 为 止 的 两 全 保险 ， 保 费 按 年 缴 
付 ， 向 40 岁 被 保险 人 人 发行。 假定 : 

销售 佣金 为 第 1 年 附加 费用 的 保费 为 40%: 

保单 年 度 2 A 10 的 续 保 费 佣 金 为 附加 费用 的 保费 的 5 所 

税金 为 每 年 附加 费用 的 保费 的 2%; 

第 1 年 的 维持 费用 为 每 1000 保 额 12.50, 以 后 年 上 度 每 1000 
fe A 4.00; 

兆 保 费 提 供 死 亡 即 刻 赔付 受益 ， 无 死亡 时 保费 调整 ; 

使 用 15 年 选择 与 终极 死亡 表 。 
写 出 附加 费用 的 保费 寄 达 式 。 

4， 某 种 一 次 性 缴费 的 n 年 期 两 全 保险 的 附加 费用 的 保费 按 
FERRE: 

税金 为 附加 费用 的 保费 的 2.570; 

佣金 为 附加 费用 的 保费 的 4%%; 

每 1000 保 额 的 其 它 费 用 为 第 1 年 5, 以 后 每 年 2.50; 

Sem teal AAI. RAR TRAE. 
给 出 向 (x) 发 行 的 受益 金 1000 保单 的 附加 费用 的 保费 公式 。 

5 对 于 金额 为 ] 完全 连续 文人 讨 基 础 的 终身 寿险 怀 单 ， 附 加 改 
用 的 保费 根据 以 ' 下 费用 开支 清单 计算 : 

AN ti AB eo; 

每 年 (包括 第 1 年 一 笔 费用 el + eP: 
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理赔 支付 成 本 (与 受益 赔付 同时 开支 )e3 。 
yG=eP,+¢, kac, 


59.4 
6. 设 
bf a b 
aq) = “EE 
ae $ 
ROO) = Tt pbF 


在 给 定 4/(1 — f) = 25, cf(1— f) = 7.50 及 最 低 保险 金额 m= 
2( 单 位 ; 千 元 ) SAP, Bik RLP) 的 图 形 。 

7, 根据 习题 6 给 定 的 条 件 ， 令 + 二 5 。 验证 

(1) R(t) = 26.50 。 

(2) R(b) = R(t) +Z(b), 其 中 Z(b) = c/(1— fyb—e/(— ft, 
并 画 出 第 (2) 小 题 中 的 函数 Zb) 图 形 。 在 这 个 问题 中 ， 称 为 
支点 , 4b<th Z(b) > 0, 4b>t t Za) <0. 

8. ERPRO RBS RS SERA 


f(j}=kb? b> 10, 


这 里 5 的 单位 是 千 元 。 计算 
(IMEHA k., 
(2) 期 望 保单 金额。 
(3) 保险 金 分 布 的 中 位 值 . 
(4) R(b), HP a = 25, f = 0.15, c = 12, 
69.5 
9. 与 (9.5.5) 类 似 的 连续 形式 是 微分 方程 


“pal V (Ae) HTO] = pl PA) + VA) 
+E — E(t + ETC) — papil. 


- gol - 


用 这 个 方程 以 及 (5.10.5) 给 出 的 


d 


dt —(ipatV (Az 有 


ZIAR, EAA 
t 
pet(t) = Í eë) paf — Ely)]dy. 


69.6 
10. 对 于 修正 期 等 于 缴费 期 的 修正 责 尾 准备 金 方法 ， 还 明 


Mod 
am =i- (8 + CICA Sa t 


ll. 某 种 完全 连续 终身 寿险 的 修正 责任 难 备 金 方法 由 下 式 确 
定 : | 
到 由 二 -一 有 0<t<m, 
- Trè 


其 中 后 是 二 之 到 WHER. 

(1) 写 出 厅 的 公式 。 

(2) 写 出 VAL)" t<m HAR, 

12. 对 于 修正 期 等 于 缴费 期 ，1V%% = K 的 完全 离散 终身 
寿险 ， 计算 az oa 与 Bo oa | 

13， 某 种 修正 责任 准备 金 方 法 将 完全 离散 终身 海 险 保单 的 
净 年 缴 保 费 P 代 之 以 {为 责任 准备 金 目的 ) 起 初 n 年 的 年 保费 
aMed 及 以 后 的 年 保费 Bo | ir Hi 





14. 证 明 
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其 中 了 是 修正 期 限 。 注意 ， 这 个 差额 可 解释 为 第 1 年 费用 超额 补 
Wa BY AR ED BB o 

89.7 

15. iE HA 


i 
atkins 

Va = 1- oo ko 1,2,:-+,n. 
Get lin—l| 


16. MRR EH TAA BA (2-year preliminary 
term reserve method) 有 3 个 计价 净 保 费 : 

第 l 年 : Aaa o 

第 2 年 : Ansa , 

以 后 : 2+ 2 步 的 净 芍 衡 保 费 (受益 与 缴费 方式 不 变 ) 。 
证 明 ， 按 这 个 方法 ， (zj 的 终身 寿险 保单 的 责任 准备 金 为 


pV Mod 一 VH 一 0 


0 一 


(这 类 责任 准备 金 制 在 健康 保险 中 较 普 让。) 

17， 某 种 责任 准备 金 计 价 制 提议 第 1 年 净 保 费 a 至少 等 于 
Aly) 对 有 些 保单 及 有 些 年 龄 可 使 用 FPT 方法 ， 但 续 年 净 保费 
8 与 a 之 差 不 能 超过 0.05 。 设 d = 0.03, a, = 17, 6&3 二 9 
A zy = 2/3, Aly = 9.01. 

(1) 计算 (zx) 的 终身 寿险 保单 的 6 。 

(2) 计算 VM". 

(3) 设 a= Al, = 0.01, X (£) 的 12 年 期 两 全 保险 计算 有 
的 试验 值 ， 并 验证 该 8 是 不 允许 的 (8 a > 0.05) 。 

(4) 用 第 (3) 小 题 中 的 结果 ， 计 算 (2) 的 12 年 两 全 保险 的 
8, 

(5) 计算 Viet o 


-jds - 


§9.8 : 
18. 对 于 (z) 的 完全 离散 缴费 期 为 15 年 期 两 全 保险 ， 按 保险 
监督 官 修正 制 写 出 第 年 与 兆 续 年 保费 。 

19. 某 种 更 改 的 初 年 定期 制 如 下 : 

保单 分 成 两 类 ， 当 FPT 净 续 年 保费 大 于 Pry BB 
1, HR RABI; 

对 类 别 工 的 保单 ,第 1 年 兆 保 费 与 保险 监督 官 责任 准备 金 制 
相同 ， 净 续 年 保费 使 得 在 缴费 期 末 或 者 当 缴 费 期 长 于 15 年 时 在 
15 年 末 达 到 净 岂 衡 保费 责任 准备 金 ; 

对 类 别 开 的 保单 ， 规 定 使 用 五 PT 方法 。 

对 (x) 的 完全 离散 20 年 缴费 20 年 期 的 两 全 保险 ， 写 出 a 与 8 
的 表达 式 ， 

20. 如 BPP? >1g Posi, (2) 的 完全 离散 定额 寿险 在 尺 年 的 

期 未 责任 准备 金 按 保 险 监 督 官 制 可 写成 


At- 

z1] T 可 
yoo _ FA Pog 二 _ 

k pE 19 $ 亚 十 1 t+: k- ISak E , 





FH T 的 表达 式 。 
21. 设 FET >19 Pest, 
b; = 1 3 =0,1, n- 1, 
G;=P(1+A) 9 7=0,1,---,A—-1. 
HERR (9.8.7) 成 为 保险 监督 官制 责任 准备 金 。 
69.9 
22. 在 采用 加 拿 大 修正 市 以 前 ， 加 拿 大 法 律 规定 的 标准 是 ， 
满足 P> P: 的 保单 定义 为 高 费 率 的 。 对 这 种 保单 ， 修 正 期 与 缴 
费 期 相同 , A P-o =P,- Al, , 对 其 它 保单 多 许 使 用 FPT 方 
法 。 证明 ， 对 n 年 期 两 全 保险 ， 有 
P,- Al- 
a = Prr 十 et 


Con ll 


34: 


综合 题 
23. 
1) 用 以 下 方程 计算 表 9.2.5 FH (2) 的 净 上 收益 : 
净 收 益 = 莉 余 的 利息 收入 
+ Fil He BI BE LALA. 


(0) 比较 第 (1) 小 题 中 净 收益 表达 式 与 相应 的 表达 式 (9.5.9)， 
并 对 观点 上 的 差异 作出 说 明 ， 
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第 十 章 PERRE TEL 


§10.1 4) = 


在 第 四 与 第 五 章 讨论 人 寿 保险 净 年 保费 及 责任 准备 金 时 ， 建 
立 了 单 重 损失 模型， 在 这 个 模型 中 ， 受 益 赔 付 的 时 间 乃 至 金额 由 
省 保险 人 的 死亡 时 间 决 定 ， 保 费 则 交付 到 死亡 或 根据 保单 规定 的 
缴 付 期 结束 。 在 实践 中 ， 一 般 无 法 防止 在 死亡 或 缴费 期 结束 前 中 
断 保 费 缴 付 ， 在 这 种 情况 下 就 产生 了 如 何 调和 保单 各 方 的 利益 各 
不 。 从 多 重 损失 理论 导出 的 模型 适合 于 检查 这 个 问题 ， 有 关 保 单 
应 考虑 调和 保险 机 构 与 被 保险 人 这 方面 利益 的 讨论 从 很 早起 就 已 
ZER. 


决定 保费 及 责任 准备 金 必 须 采 纳 某 种 指导 原则 , 类 似 地 , 次 定 
不 会 因 提 前 终止 激 村 保费 而 表 失 的 所 谓 不 没收 受益 (noniorfeiture 
benefit) 也 需要 一 个 指导 原则 。 这 一 节 将 采纳 与 美国 保险 法 规 很 
接近 的 一 种 简单 澡 作 原则 ， 那 就 是 ， 退 出 的 被 保险 人 人 所 获 值 应 使 
得 用 单 重 损 兴 模 型 建立 的 受益 、 保费 与 责任 准备 结构 在 多 重 损失 
AR Pia aE. 


决定 以 上 原则 的 动机 是 关于 两 类 保单 持 有 者 对 等 权益 的 一 种 
特定 概念 ， 这 两 类 分 别 是 那些 在 保险 合同 满 期 前 终止 的 与 不 中 斯 
的 保单 持 有 人 。 狠 明显 ， 构 成 对 等 权益 概念 的 可 能 有 各 种 不 同 语 
多， 从 提前 终止 的 保单 持 有 大 因 未 履约 而 不 应 享有 不 没收 受益 的 
观点 ， 到 应 该 偿还 其 所 有 保费 的 精算 值 (当然 要 扣 掉 适当 的 成 本 
费用 ) 这 样 的 观点 ， 应 有 尽 有 。 美 国 所 采用 原则 的 基山 是 介 于 上 
TE RT ARE Sis NT BA ae. BGR OR Be ENE AA 
Pe Ae aot, (ER ESS et AS S| RA AY — 受益 结 
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构 有 所 改变 。 

为 说 明 以 上 所 述 原则 ， 我 们 对 完全 连续 支付 基础 的 终身 寿险 
保单 ， 建 立 一 个 会 死亡 受益 与 退 保 受益 的 模型 。 将 退 保 引 入 模型 
后 不 改变 死亡 效力 ， 该 效力 在 单 重 与 双重 损失 模型 中 现在 都 记 为 
BRR IAN uly, 另外 


ui), = po, 十 pe. 
对 名 重 损失 模型 ， 要 求 
[ je ya = Of 
1 
这 和 样 ， 
Jim p = 0, 


但 Pe 不 必 具 有 这 个 性 质 。 


由 (5.9.3), 
L VAa) = PA) + eV Ae) — wel VAR), (10.1.1 
并 回忆 §9.2 中 
© of) = - = = p(w, + wees) 
可 得 出 以 下 的 导数 表达 式 ， 


© (oto (As) 
= op) (P(A) + 8V (Ar) 
pV AN — vt pV AE + pos + ol, 
v' pl PA) — wh, — WV Ae. (10.1.2) 


|i 


OT - 


对 退 保 受益 为 :VY (As) 的 终身 寿险 ， 其 保费 与 责任 准备 金 从 -- 个 

双重 损失 模型 导出 ， 与 (101.1) 类 似 ， 有 

d, 2 _ _ 2 

TVA) = PAs) + 8V A) real VA) 
— pb?) GV Ae) 一， TA) ), (10.1.3) 


2 
其 中 的 上 标 一 表示 保费 及 责任 准备 金 基 于 双重 损失 模型 。 当 把 责 
任 准 备 金 :V(A.)” 看 作 抵 消 受益 的 储蓄 基金 时 , 式 (10.1.3) 中 的 
最 后 一 项 是 退 保 的 净 成 本 [参见 (5.10.5), 于 是 


Top OVA) |= vp {PAY + PA) 
-pl eV (Ae), -BV (Ae) FE 
—v' pV Ap) + ud, + ul), 
= ope PAL) — uo, pV CA) (10.1.4) 


联合 (10.1.2) 4 (10.1.4) 可 得 


Si PPV A, )- -eV(As))] =v tp EA) - P(A,)|. 


(10.1.5) 
HERM t=O Bt=w—-2 fy, 8 
一 -一 一 一 2 — u 
0 = af [PA ~ P(A,)), (10.1.6) 
从 而 
—— 2 一 -一 
Pl Ag)” = P(Ag) 


于 是 (10.1.5) 成 为 
d È ETI EA = Tr 
{pe OPAS VA) = 
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并 由 此 得 出 
Vy =,V(A,) $20. (10.1.7) 


Aut, WRESSRRR ASR MARE, RR 
mE ER ARA TAMERS ES, MAN HEARN PRR 
及 责任 准备 金 己 单 重 损失 懂 型 下 的 相等 。 这 个 络 果 虽 不 准备 直接 
应 用 于 实际 决定 不 没收 受 蔓 问题 ， 然 而 却 为 如 何 使 退 保 或 不 没收 
受益 对 (PERRERA pR EN) 保费 及 责任 准备 金 的 影响 最 小 
提供 了 基本 的 思路 。 


$10.2 ”解约 人 金 


让 上 一 市 的 说 明 中 ， 未 包括 费用 及 相应 的 附加 保费 考虑 ， 因 
此 ， 孝 里 的 一 般 原 则 如 被 用 来 痰 定 保 费 拖欠 时 的 不 没收 受益 值 的 
话 ， 研 需要 对 这 些 因 素 进 行 补偿 。 考 虑 到 对 保险 人 在 财务 上 不 利 
时 机 退 保 的 风险 ， 因 初始 费用 尚未 从 附加 保费 中 收 右 而 调整 净 均 
RR TEES SH — MWA RE. HE 


KCV =, V ps SC (10.2.1) 


确定 在 保单 发 行 后 时 间 上 的 不 没收 受益 现金 值 CV k = 1,2,3, +--+, 
这 里 ， CV RA 解 药 金 ( 亦 称 现金 价值 ， cash value), pV 是 期 
AT EER S. SC 是 解约 费用 {surrender charge) , 

E SC 的 (英文 ) 名 称 来 自 早 期 的 保险 法 规 与 实践 。 美 国 革 
些 州 的 法 律 多 年 来 规定 .SC 的 最 大 值 为 每 工 单位 保险 的 0.025. 
在 实践 中 ， 负 值 的 &CY 不 可 能 向 退 保 大 收取， 因此 对 每 一 单位 
(Ra, (10.2.1) 的 值 为 正 或 0. 

在 不 没收 受益 现金 价值 的 法 则 中 ,一 个 持久 的 主题 是 直接 确 
认 数 额 以 及 费用 负担 。 与 此 相符 的 一 种 思路 是 确定 单位 保险 的 最 
低 解 约 金 为 


CV = Alk) — P%Gfk) 
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= ,V—-(P*— Path), (10.2.2) 


其 中 A(k) 5 ölk) 分 别 是 在 时 间 下 适当 的 一 般 净 到 缴 保费 与 年 金 
精算 现 值 符号 ， 玉 = 1,2,3,.…, kV 是 同时 的 期 末 责 任 准备 金 ， 
P BES eR, Po 称 为 调整 保费 (adjusted premium) 。 ( 
符号 A(0) 与 芯 (0) 将 分 别 简写 为 有 与 &.) 这 样 ， 问 题 就 归结 为 确 
定 调整 保费 。 

北美 精算 学 会 研究 不 没收 受益 及 相关 事务 的 朗 员 会 在 1975 
年 报告 中 包含 了 确定 调整 保费 的 丙种 类 型 费用 考虑 ， 其 一 是 每 单 
位 保险 由 整个 缴费 期 内 每 年 承担 的 均衡 费用 ， 记 为 E, 其 二 是 第 
1 年 额外 费用 补偿 E. 毛 保 费 G 假定 是 由 调整 保费 与 均衡 年 费 
用 E 所 组 成 的 ， 第 1 年 的 费用 部 分 El 候 定 是 由 调整 保费 提供 
的 ， 于 是 


G=P°+b, (10.2.3.4) 
Ga = (P+ E)a= A+ E + Eü. (10.2.3B) 
从 (10.2.3B) 可 得 


AF EY 


pe (10.2.4) 


AH a = a+), 上 式 可 改写 成 
P? — Ey + Pea = A. (10.2.5) 


与 (9.6.1) 比较 显示 ， Pe 一 E, 可 看 作 修正 责任 准备 金 制 中 的 第 
1 年 净 保 费 o, Po 可 看 作 其 中 的 续 年 净 保 费 B. 一 旦 每 单位 保险 
的 第 一 年 费用 补偿 EL 确定 ， 调 整 保费 也 就 随 之 决定 。 
美国 保险 监督 官 协会 ( NAIC) 的 1941 年 人 寿 保险 标准 不 没 
收 法 报告 中 规定 了 Er, 并 用 (10.2.2) 确定 每 单位 保险 的 最 低 解 约 
会 。 在 北美 精算 学 会 的 1975 年 报告 中 ,委员 会 推荐 以 【10.2.2) 作 
为 核算 解约 金 的 基本 方法 ， 但 也 推荐 确定 E 时 的 某 些 变更 与 简 
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Ae ae 


i. LERNER 1980 年 的 NAIC 标准 不 没收 法 中 ， 参 见 
$ 10.2.1 。 
表 10.2.1 ”每 单位 保险 的 第 一 年 偶 用 补偿 El 之 确定 


1941 0.4min(P*,0.64) + 0.25 min(P*, PY, 0.04) + 0.02 
1980) 1.25 minf P, 0.04} + 0.01 


注意 ， 以 上 表 中 P 表示 有 关 保 单 的 调整 保费 ， 已 表示 该 保 
单 的 净 保费 率 ， 而 PS 则 是 (z) 的 终身 寿险 保单 的 调整 保费 率 ， 
为 实施 1941 年 NAIC 规则 ， 必 须 先 计算 Pe. 根据 


AL+E 
Pr 一 eo 
ths: 
Lh 
p = | 04Ps +0.25P3 + 0.02 = 0.65P2+0.02 Pe < 0.04, 
! 0.016 + 0.01 + 0.02 = 0.046 Pa > 0.04, 
可 得 出 A, +0.02 
Pr < 0.04 
Pz = 42 50.046 
Žo o Pa > 0.04 
ay 


1980 年 不 没收 法 通过 去 掉 1941 年 规则 中 的 循环 定义 而 达到 简化 
的 目的 ， 其 中 直接 利用 净 保 费 而 不 是 调整 保费 的 百分比 来 确定 第 
1 年 费用 补偿 。 

表 10.2.2 摘自 1941 年 报告 ， 其 中 给 出 了 调整 保费 的 可 能 范 
围 ， 它 们 可 从 表 10.2.1 的 第 1 行 得 出 。 这 些 调 整 保费 用 来 确定 单 
位 保险 的 法 定 最 低 解约 金 , 更 高 的 解约 金 是 容许 的 。 以 下 表 10.2.3 
可 从 表 10.2.1 的 第 2 行 得 出 。 

BY 10.2.1: 对 表 10.2.2 及 10.2.3 中 各 行 ， 计 算 相 应 的 第 1 年 
费用 补偿 Fy. 
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表 10.2.2 ”美国 1941 年 报告 中 的 调整 保费 
调整 保费 范围 


险种 ”终身 该 险种 每 单位 保险 的 调整 保费 公式 
#5 <004 <0.04 (Az + 0.02)/{@, — 0.65) 
> 0.04 > 0.04 (Az + 0.046) /a, 
RE <00 <004 H < po (A + 0.02}/(@ — 0.65) 
< 004 H > Pr (A+ 0.02 + 0.25P2)/(a — 0.4) 
< 0.04 A+ 0.02/a — 0.65 
<0.04 > 0.04 (A + 0.036 + 0.25P) /a 
> 0.04 > 0.04 (A + 0.046) /a 


10.2.3 ”美国 1980 年 法 规 中 的 调整 保费 


险种 it eR Te E 调整 保费 公式 
任何 险种 < 0.04 (A+1.25P +0.01)/a 
> 0.04 (A + 0.06) /& 


解 : 直接 从 表 10.2.1 及 Pe 的 表达 式 ， 或 由 (10.2.4) 的 变形 
Ei = Pä- A= (P* — Pa, SAM # 10.2.2 ap E 为 


0.65P, + 0.02 0.65 P + 0.02 
Jie, 0.046, [—— Dg 
| ii, — 0.65 a2, 0.046, | 4-068 Ë 


(CaP + 025P + 0.02 


2 5 +0. 02 
a— 0.4 a 


0.25.2 + 0. 036, 
jä, + | — 0.65 i 





0.046. 
# 10.2.3 中 的 E ap BA 1.85P + 0.01, 0.06. 
BY 10.2.2: 对 于 (20) 的 缴费 期 为 10 年 的 15 年 期 两 全 保险 ， 
用 1941 年 报告 以 及 1980 年 法 规 ， 并 在 实际 的 假设 PS < 0.04 
与 107 o9.75 = 0.04 的 假设 下 ， 建立 调整 保费 的 公式 。 
解 : 根据 表 10.2.2 可 得 
— Aya + 0.036 + 0. 25P% 


[E 
10" 20:15) 一 


CST :10 
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而 用 表 10.2.3 则 得 
Ago .7g, + 9-06 


wP, 20:15] ting. 70, 

Æ 59.8 中 ， 曾 讨论 对 非 均 衡 保 费 及 非 定额 受 益 保单 应 用 收 
正 责 任 准 备 金 制 的 某 些 问 题 ， 这 种 保单 的 不 没收 受益 也 出 现 类 
似 情 况 ， 但 有 所 不 同 。 美 国 1980 年 不 没收 法 引用 了 平均 保险 金 
#i(average amount of insurance AAJ) 这 一 概念 ， 它 表示 开始 10 
个 保单 年 度 的 平均 受益 金额 , FR 85.4 的 一 般 保 险 符号 , 4 n> 10 


时 





g 
dy bjt 
_ ia 
AAI = 10 
海 均衡 保费 是 
> bj410t Dede j 
pa eS (10.2.6) 

Goh 


RPh RRR, 当 包 括 纯 生存 受益 时 ，(10.2.6] 的 分 子 还 需 
增加 一 项 。 第 1 年 费用 补 伙 的 公式 依赖 于 PA AAS, 


| 125P+O00lAA P< 0.04AAIT 
AL = | 0.06AAI P > 0.04447 (10.2.7) 
而 任何 你 单 年 度 的 调整 保费 为 rw 乘 以 该 年 度 的 毛 保 费 ， 
nl , 
By + 2 bipi tl Peleti 
ry = 一 一 (10.2.8) 
2 Gju bz 
了 了 一心 
最 低 解 约 金 由 下 式 给 出 : 
n—k—-1 l h-k—-1 l 
keV = > Dierj+1¥? jPa+kiz+k+j TTN > Gk jPr+k 
?一 日 , j=0 
(10.2.9) 
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如 果 包 恬 纯 生存 受益 ， 那 么 (10.2.8) 及 (10.2.9) 需 作 相应 修改 。 

例 10.2.3: 对 于 例 9.8.1 的 特殊 30 年 期 两 全 保险 单 , 根据 附录 
示例 表 以 及 利率 6%, 用 (10.2.7) 与 (10.2.8) 计算 在 时 间 1,2,10,20 
的 最 低 解 约 金 。 

WE: 开始 20 年 的 死亡 受益 为 150000, 以 后 为 100000, 但 由 于 
AAI 依据 开始 的 10 个 保单 年 度 受 益 平均 额 ， 447 = 150000. 
该 保单 在 投保 年 龄 35 岁 时 的 净 保 费 为 

Pp 50000(3 M3s 一 Mss — 2Mes + 2 Des) 


- 一 1622.9358. 
Nas — Nes 


因为 
P = 1622.94 < 6000 = 0.044 AT, 


所 以 根据 (10.2.7)， 


E =1.25P+0.01AAT = 3528.6698. 


ERFAR 10 年 为 每 年 2500, 以 后 20 年 为 每 年 1250, 调整 保费 

AR 

Ea Deas + 50000(3 Msg — Mss — 2M ez -+ 2 Des) 
1250(2N35 — Nas — Nos) 

0.9667466. 


rN = 


li 


用 公式 (10.2.9) 可 得 下 表 所 例 解约 金 ， 


REV 
0.000 
669.73 
22019.81 
48776.92 


bo ej A 


bJ 
ao 后 


对 于 CV, 公式 (10.2.9) 算出 的 数 伪 为 -1483.53, 然而 ， 负 值 的 
解约 金 不 可 能 从 退 保 人 那里 取得 ， 故 实际 解约 金 为 0. 


add - 


在 这 一 节 讨 论 的 确定 解约 金 的 框架 中 ， 所 使 用 的 利率 及 生命 
表 是 重要 的 组 成 部 分 。 在 不 没收 价值 法 规 的 历史 上 ， 总 的 框架 并 
不 经 钊 变动 ， 而 更 新 解约 金 的 利率 与 死亡 率 基 础 的 法 定 变化 则 较 
为 频繁 。 1980 年 法 规 提供 的 修订 最 高 利率 的 公式 部 分 地 依赖 于 
保单 发 行 前 一 段 时 期 的 一 个 平均 市 场 利率 指标 。 

不 没收 价值 网 可 以 现金 方式 提供 ， 也 可 以 精算 现 信和 相 当 的 保 
险 受 益 方 式 提供 ， 以 下 $10.3 中 将 讨论 这 种 选择 权 。 另 外 ， 解 约 
金 还 档 成 保单 的 另 一 重要 条 款 一 一 保单 低 押 条 款 的 基础 ， 保 险 人 
以 保单 的 解约 金 为 安全 抵押 ， 可 提供 保单 持 有 人 申请 的 额度 不 赵 
过 解约 金 的 贷款 。 这 种 贷款 的 利率 通常 在 保单 上 载 明 ,不 过 从 70 
年 代 开 始 ， 鉴 于 市 场 利率 反复 无 常 ， 保 单 贷款 利率 也 有 与 市 场 利 
率 相 联系 的 倾向 。 


510.3 ”保险 选择 权 


以 下 给 出 不 没收 受益 按 精算 现 值 相等 的 保险 受益 形式 提供 的 
三 种 主要 形式 。 

—. 缴 清 保险 

用 平衡 原理 决定 的 按 原 保 单 提供 但 金额 减少 的 保险 作为 解约 
金 ， 这 种 形式 的 保险 称 为 缴 清 保险 。 在 时 间 上 大 的 缴 清 保 险 的 受 匣 
金额 by, 满足 

KCV = bk A(k), 
Cy 


Pe = AGS 


其 中 kCV BERA k RAS, Alk) 是 单位 保险 的 以 后 受益 
在 时 间 呈 的 净 砷 缴 保 费 。 

对 于 单位 保险 ， 在 CV =, VOSS REE S) 的 特 
IE. FS Wi = by =, V/A) 用 来 记 缴 请 保险 的 人 金额。 表 
10.3.1 WHT pW 与 其 它 精算 量 之 间 的 关系 ， 

可 用 普通 推理 导出 表 10.3.1 中 的 结果 。 1 单位 终身 寿险 在 


(10.3.1) 
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TEk SWS ERR ( 完全 离散 基础 ) 为 Pak FEM oth 
多 开始 的 年 缴费 Py 只 够 提供 已 /Ps 个 单位 的 保险 。 由 于 P 
是 实际 每 年 缴 付 的 净 保 费 , 21 - Pe Poy MAEM bE 
准备 金 所 提供 的 未 来 保险 的 保 额 。 这 一 推理 也 适用 于 其 它 保险 . 


4103.1 ”减少 后 的 缴 清 保险 金额 
特殊 情形 be =W =a V/A) OO 


完全 连续 基础 ee ROE A 
终身 寿险 
pW(A,) = fete Plas Tee pW, = Asta Pedote 
_ A+ iA 
= ] — Pits) = 1 一 关于 
P(Az4 4) ii 


一 一 ,一 z : - A —n Ps — 
tL _ t— k:n- k| F+tk nts :fh 
e WA) = = rW = —— Itkin 


_ Av+k = Arie 
_ nPtAg! —1_ aly 
| PA n—kP rtk 
n—kP{Ani fe) 
中 年 期 两 全 保险 (k <n} 
_ Pe 
= 
eW zn) BT _ r Wia 
O Aath k (AL eee e O Aprn Pr oo 











— 展期 定期 保险 

对 于 解约 金 方式 为 按 原 保单 金额 提供 的 缴 清 定期 保险 的 情 
形 ， 用 平衡 原理 决定 缴 清 定期 保险 的 期 限 s， 与 单位 保险 相 联 系 
的 求解 s 的 方程 为 


pOV = ADS, (10.3.2) 


在 实践 中 ，s 用 线性 插值 决定 。 

企 两 全 保险 场合， 可 能 会 出 现 缴 清 定期 保险 的 期 限 s AT 
FERREE n-k ARR, 此 时 缴 清 定期 保险 的 期 限 为 
nn 一 和 到 期 时 间 与 原 两 金保 险 相 同 ) 。 而 解约 金 中 未 用 Fi BOs 
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定期 保险 的 多 余部 分 则 用 于 购买 金额 为 


— l 
RCV ~ A-T hnk 
1 
十 上 :一 各 | 


(10.3.3) 


HETRE. 

URS wy OMRMERONRRAMBH LERA 
那么 展期 定期 保险 通常 提供 的 受益 金额 为 8 一 工 . 车 无 此 条 款 ， 
则 借款 工 的 保单 持 有 人 就 可 通过 解约 使 原本 的 死亡 受益 5b 一 工 增 
加 到 5. 在 未 从 还 保单 仇 款 的 情形 ， (10.3.2) 修改 为 


— l 
b,CV — L = (0— L)A Tka 


=. BEARER 

HARTER BARB DB ob RK AMA E A 
没收 受益 。 在 保费 拖欠 发 生 时 ， 访 条款 将 以 垫 缴 保费 方式 使 保单 
ee AM, 一 直到 解约 金正 好 只 够 托付 垫 铂 保费 所 形成 的 贷款 余 
额 时 为 止 ， 其 中 保费 侵 款 余额 因 利息 以 及 垫 缴 保费 加 入 而 在 不 烤 
增加 。 设 保费 拖欠 发 生 的 时 间 为 上 , 对 于 单位 金额 的 完全 连续 保 
单 ， 保 费 贷款 期 的 最 长 时 间 上 由 以 下 方程 决定 : 


Gsp; 一 天 十 上 CV, (10.3.4} 


其 中 ，G 是 单位 保险 的 【年 ) ERR, pV 是 单位 保险 在 时 间 
k 一 芋 时 的 解约 金 ， E or ax aR . 
在 实际 中 ， 上 有 时 取 为 整数 ， 满 足 


Göy; < pttOV 


Gyi > k-41 V. 


剩余 的 解约 金 kreCV 一 GG 三; 用 于 购买 展期 定期 保险 。 


+ MTY: 


例 10.3.1: {x} 的 单位 金额 完全 连续 终身 人 寿 保 险 在 大 年 末 
转 为 不 没收 受益 。 

(1) 设 CV = VAh 分 别 按 信 缴 清 保险 与 全 展期 定期 保 
险 ， 给 出 刚 改变 后 的 保险 的 未 来 亏损 方差 与 原 保险 在 时 间 名 的 未 
来 亏损 方差 之 比 。 

(2) Mi x = 35,k = 10, 根据 示例 生命 表 以 及 利率 OD, 计算 第 
(1) 小 题 中 所 求 D、 鲍 两 种 情形 的 比值 。 

解 : (1) Ow (5.2.4), 原 保险 在 时 间 名 时 改变 之 前 的 方差 为 


Ps) lsa *Antk 加 (Az+k)* 


一 一 一 | PA stk 一 (Azik) ? = = 


(1+ (二 元 


MT RARE, EM $5.2 pula, wih 


kW (Arju 一 下 V(Ag) 
的 方差 为 : 
kW (Az)? As — (Arak), 
所 求 的 方差 之 比 为 

kW { Az) (1 Az)”. 


小 于 1. 
四 在 展期 保险 情形 ， 从 (10.3.2) 及 (2.2.5) 可 得 ， 改 变 后 的 方 
BA 


Aria 本 (Aka) 
TEM RIA BZA 


j ASS —{(A Arka)? } = Ar)” 
thay 7 (Ark Y 


38， 


(2) OHMS AE HE, 


ioW (Ass) = 19 V(Ags)/Aas = 0.08604/0.20718 = 0.41529 
Ags = 0.13254, 


方差 的 比值 为 


[0.41529 x (1 — 0.13254)]* = 0.13. 


这 就 是 说 ， 缴 清 保 险 的 亏损 方差 是 原 保 险 在 时 间 10 的 亏损 方差 
的 13%. 
@ 由 
10V (Ass) — 0.08604 = (2/5)(Mas — Masts) 
Das 
可知 5 在 19 与 20 之 间 。 取 s = 19, 所 求 方差 的 比值 为 


— i 一 1 
“Aas. 一 (Asm) (1 — Ags)? _ 0.04308 
2 Age 一 (Aas)? 0.02922 





x 0.867646% = 1.11. 
此 时 ， 方差 上 升 为 原 保 险 的 111%. 


510.4 资产 份额 


AFR PEP RRA, 保险 人 的 收入 来 自 保 费 及 投 
资 收 益 ， 支 出 则 由 死亡 与 退 保 受 益 及 费用 开支 组 成 。 对 一 单位 保 
险 实 际 收取 的 毛 保费 会 受到 竞争 的 影响 ， 不 没收 价值 也 会 受 况 争 
以 及 法 规 的 影响 。 在 精算 现 值 意义 上 ， 需 要 对 价格 受益 结构 各 因 
素平 衡 进 行 计 算 ， 这 一 节 讨 论 的 资产 份额 计算 山 用 来 湛 足 这 一 需 
要 。 资 产 份额 计算 并 不 是 过 云 络 果 的 历史 概括 ， 而 是 一 种 前 胶 性 
的 计算 ， 目 的 在 于 把 担 影 啊 一 组 人 怀 单 的 期 理财 务 状 况 的 各 主要 因 
EE 
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对 (9.5.5) 推荐 后 ， 可 得 单位 保险 的 以 下 等 式 : 


Ri4Sp = AS + GU ~ cy) ~ epj(l + 
-4p — gEV k= 0,1,2,3,- (10.4.1) 


其 中 : 

AS 表示 保单 签发 后 上 年 、 保 单 年 度 上 十 1 开始 在 即 的 期 户 
资产 份额 ; 

G REPER; 

ck 表示 时 间 天 用 于 支付 费用 的 毛 保费 比例 

ek 表示 时 间 大 用 于 支付 每 份 保单 费用 的 爹 额 ， 

qt 表示 死亡 引起 的 现 龄 otk 岁 被 保险 人 在 达到 十 上 十 1 
岁 之 前 损失 的 概率 ; 

(O, 表示 退 保 引起 的 现 龄 > 十 太岁 被 保险 人 在 达到 z KR+1 
岁 之 前 报 失 的 概率 。 

公式 (10.4.1) 基于 完全 离散 支付 基础 ， 在 死亡 年 末 支 付 1 单 
位 受益 ， 在 退 保 年 末 支 付 解 约 金 kC V. 

公式 (10.4.1) 也 可 看 作 联系 相继 期 未 责任 准备 金 的 递归 关系 
的 一 种 锥 广 ， 按 各 种 不 同方 式 改写 后 使 人 回想 起 责任 准备 金 方程 
的 类 似 处 置 。 对 (10.4.1) R ATE, 


AU) vs, AS] = [GL er) ~ eg) v4 
[de + de) ey CV]o+ (10.4.2) 


于 是 
(vr AS = Silea ~ c) — ex} v8 
“de, + dO ey CVuF}.(40.4.3) 


- do ， 


如 果 045 = 0, BA ,AS 等 于 


1a ; nn- 
zy DCU — ck) = en la + i) - 
ttn k=] 


a, + dD ei CVI + Fr}, (10.4.4) 


在 (10.43) 中 令 n=w 一 并 重新 整理 ， 有 


一 次 一 ] w—#—] 
Ga) = AU) 4 5 IGeptexiv kapt) + S kp ge) vetl CV. 
k=0 k=0 
(10.4.5) 
上 式 可 解释 为 应 用 平衡 原 理 确定 附加 费用 保费 的 一 般 公 式 ， 适 当 
收 改 后 可 将 这 公式 从 终身 寿险 改 为 两 全 保 洽 或 定期 保险 情形 。 
RFA 


(r) (1) (2) 
Path =l- gaik Goth: 


代入 (10.4.1), 可 得 


AS = [AS+G(I— cx) erll +i) — gi(l -rr AS) 
=?) (esa CV ~by AS). (10.4.6) 


这 一 形式 强调 了 差额 KHICY p AS ESP PRED 

资产 份额 计算 可 以 视 作 追踪 一 组 相似 保单 中 等 份 残 存 保单 期 
望 的 资产 递 进 ， 对 固定 的 毛 保 费 、 费 用 承担 额 及 解约 金 的 计算 可 
用 来 核查 价格 一 受益 结构 各 种 成 份 的 平衡 。 计算 的 目的 在 于 确定 
是 否 除 最 初 的 保单 年 度 外 ，k4S Dy V. 

资产 份额 计算 的 嚼 一 个 应 凡是 决定 G. 为 此 ， 可 设置 一 个 资 
产 份额 且 标 ， 例 如 K >20 V. 如 果 承 担 的 费用 及 解约 金 已 固定 ， 
那么 G 可 利用 (10.4.4) Re. HH 是 任意 选取 的 一 个 毛 保 费 尝 
试 值 ， 20451 是 用 这 个 H URH n= 20 时 由 (10.4.4) 得 出 的 
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aR MEK 是 用 所 求 保费 G 以 及 n = 20 时 由 (10.4.4) 得 出 
Hee, FR 
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1 7 ~ 20— 
K 一 20 AS = T > (G-H)(1-— cb 十 人 
z+20 &=0 
所 求 毛 保费 
B (7) 20 
G= H+ (20 ASi)aop2"'v® 20 AS J20pe v” (10.4.7) 


> (1 — ck)apf vk 
k=0 | 
A (10.4.7) 右 端 第 二 项 的 影响 在 于 校正 党 试 信 万, 以 达到 资产 份 
额 的 目标 值 K. 

资产 份额 计算 可 能 比 这 一 节 进 行 的 更 为 精巧 ， 例 如 ， 对 受益 
在 死亡 即刻 支付 的 情况 ， (10.4.1) pag), 可 乘 以 让 75.， 对 保费 
不 是 每 年 缴 一 次 的 情况 ， 也 可 作 相应 调整 ， 

例 10.4.1: 对 89.1 中 的 示例 ， 设 ,CV = 1000; V5 一 10, 
k = 1,2, sCV = 1000, RAF REA Re A. 


0 
1 062 0.38 0.09 0.29 
2 050 0.50 0.50 ono 


解 : 用 (10.4.1) 作为 模型 ， 计算 过 程 与 结果 如 下 袁 所 示 ， 





k {RAS + GU — er) — er{i +i) 1L0009a 和 —e+1 CVa”) 


(pe, = kei AS 
0 {/0.00 + 342.35 x 0.80 — 8] x 1.15 — 80 — 247.4] x 0.38} 


{0.54 = 226.94 
! {[226.94 + 332.35 x 0.94 — 2] x 1.15 — 90 — 571.16 x 0,29} 
/0.62 = 584.38 


2 1[584.38 + 332.35 x 0.94 — 2] x 1.15 — 500 — 1000.00 x 0.00} 
/0.50 = 1058.01 


-oD + 


在 这 个 例子 中 ， 最 化 的 资产 份额 为 1058.01, 大 于 最 终 的 期 末 责 人 尾 
准备 金 1000 。 


$10.5 ”经验 调整 


在 一 组 保单 发 行 之 前 用 (10.4.1) 计算 的 一 系列 资产 份额 ， 几 
平 可 以 肯定 ， 不 会 止 好 等 于 每 份 残存 保单 的 经 验资 产 额 。 不 过 ， 
810.4 中 的 公式 有 助 于 洞察 按期 望 结果 丘 量 的 财务 赢 孝 的 源泉 。 
考虑 LAS 到 AS HIRE, BSB “帽子”(“A*) 的 下 十 1 ER 
资产 份额 系 由 天 年 末期 望 资 产 按 经 验 成 本 要 素 计 算得 到 ， 这 里 基 
于 经 验 成 本 的 要 素 符号 带 有 “帽子 ”以 示 区 别 。 设 纹 41 是 第 上 十 1 
个 保单 年 度 取得 的 经 验 利率 ， 则 经 验资 产 份 额 由 下 式 给 出 : 


a a ~ 1 A 
np} 4S = kAS+G(1-— é,) — Ep](l + ik+1) 一 ed. — k41 AS) 
(HLCY —K41 AS). (10.5.1) 


从 上 式 中 减 去 追踪 期 望 资产 份额 递 进 的 式 〈10.4.6), 得 
pt1 AS -r41 AS = (KAS + G) (k41 — i) © 
: +[(Gek + ek K1 +i) — Gfk + êk Hl + init) (2) 
Haal — 241 AS) — Goya (1 -e AS)] @ 
+ [a (HICY —k+1 AS) 一 gP le CV -p AS). @ 


(10.5.2) 


在 (10.5.2) 中 ， 经 验资 产 份额 与 期 望 资产 份额 之 差 可 分 解 成 4 个 
部 分 : 第 四 部 分 涉及 经 验 利率 与 设 定 利率 之 偏差 ; 第 外部 分 涉及 
经 验 费 用 与 期 望 费 用 之 差 ， 并 按 利率 调整 : 第 @ 部 分 系 设 定 的 死 
亡 成 本 与 经 验 死 亡 成 本 之 差 ; 第 四 部 分 则 是 设 定 的 退 保 成 本 与 经 
验 退 保 成 本 之 老 。 

人 寿 保险 的 组 织 基于 以 下 原则 : 对 于 发 行 的 一 批 保 单 所 承 访 
的 受益 支付 及 担负 的 费用 开销 ， 保 费 及 其 投资 收入 不 是 托付 的 概 
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率 应 该 非常 小 , 并 据 此 决定 保费 水 平 。 按 照 这 个 原理 (A ER 
理 }, 亏损 变量 的 期 望 值 应 为 负 值 , 以 使 产生 一 个 安全 保障 额度 ,应 
付 可 能 发 生 的 不 利和 偏差 。 由 于 不 确定 性 随 着 时 间 的 推移 而 消除 ， 
原价 格 一 受益 结构 中 为 应 付 不 利 情 差 而 设置 的 保障 手 可 限 之 释 
放 并 返还 保单 持 有 人 ， 后 彰 通 过 缴 付 总额 保 费 承受 了 风险 。 这 此 
不 再 需要 的 超出 应 付 未 来 风险 部 分 的 余额 称 为 红 刺 (dividends)， 
式 (10.5.2) 的 一 个 简化 形式 常 被 用 于 决定 红利 的 分 机 。 

我 们 从 《10.4.6) 的 一 种 修正 开始 , 用 符号 k 表示 基金 份 铬 ， 
ACE Pt AS, 基金 份额 k PRR RATA, Mas 
AERA, CAE ae eB — H A Oe OR OR BE GE A RE 
以 较 高 概率 剑 证 满足 其 受益 责任 与 费用 开支。 于 是 


bik = lie + G{1 一 CE) 一 eglll 十 i} 一 “arate — k+l F) 
-a GCV —r41 F), 
(10.5.3) 

这 里 ， gerd), 与 C ERSE, i 的 水 平 设 
寺 得 比 预期 值 低 ， 以 醒 提 供 填补 不 利 偏差 的 保障 额 ， 这 种 安全 保 
障 使 得 动用 外 部 基金 的 丢 率 较 低 。 

公式 (10.5.4) 描述 了 一 单位 保险 的 基金 份额 的 递 进 关系 ， 其 
中 带 有 ET 的 量 系 经 验 成 本 要 素 ， 


ceil tka D = fF + G1 -- ép) êk + tear) (10.5.4) 
.1 ` 
-4 _ A+ I f 一 此 十 上 D) 
-dd CV — kif — k41 D). (10.5.5) 


Æ (10.5.4) 中 ， 红 利 aD RHR ke ma MA EAE ei 
额 目 标 pik 2H. M (10.5.4) H E (10.5.3), 得 


ka D 一 (pF 十 GQ) ews 一 i} a; 

+[(Gep + en)(1 + i) ~ (Gey + 64) + fas) i 
i A 

H1 k4 Fla, 一 ge.) Ki 


"304 . 


2) Af? 
+CV 一 5 二 1 PER, 一 


tke DG), + qe) 6) 


e 


(10.5.5) 


式 (10.5.5) 中 各 部 分 与 以 下 经 验 要 素 相 关 : DURA, OWR 
费用 ， 思 涉及 死亡 情况 ， 念 涉及 退 保 ， 念 涉及 x 红利 只 支付 给 残 
存 者 。 如果 CV =p F, 且 红 利 也 支付 给 死亡 或 退 保 的 被 保 
RA, HAY Ger 十 ek 记 为 Ey. Gêr t+ ex 记 为 Ex, HA (10.5.5) 
右 端 可 写成 三 项 形式 : 


kD = (E+ Giri — i) 
HERC + #)— Erl + ikp) (10.5.6) 
1 ail 
HE ag Fp — Ge). 


510.6 ”不 同 假设 下 的 责任 准备 金 


企 前 面 章节 中 ， 作 为 模型 中 包 合 随机 变 重 的 后 果 ， 我们 讨论 
了 实际 结果 与 期 望 结果 的 偏差 。 在 上 一 节 中 ， 对 资产 份额 的 实际 
经 验 与 期 望 经 验 之 间 的 第 二 种 类 型 差异 及 其 偏差 来 源 进 行 了 分 析 
以 确定 偏 上 在 的 各 来 源 成 份 。 这 个 过 和 在 从 (10.5.2), (10.5.5) 以 及 
(10.5.6) 中 前 稍 许 不 同 的 模 地 里 得 到 说 明 。 这 一 节 ， 将 用 联系 相 
继 责任 准备 金 的 递归 方程 ， 对 不 同 精算 假设 下 期 望 结果 的 第 三 种 
类 型 靶 异 进行 类 似 的 分 析 ， 从 而 了 解 精算 假设 对 责任 准备 金 数 额 
的 影响 。 

六 下 理论 的 展开 以 n 年 期 保险 为 模型 ; 保 额 为 1, 在 死亡 年 
ART: HERE PE (zx) 活着 时 每 年 年 初 缴 付 ; 无 论 按 和 何 种 其 
fii, RUDE Rem EKET W, m <<n( 多 数 情形 m AF n, 
但 有 了 时 m =n 必须 除外 ) 。 
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PRE MRR. AV 是 在 瑚 年 末 的 期 末 责 任 准备 金 ， 
其 计算 根据 的 一 组 假设 是 : 利率 为 及 死亡 率 为 aR qon 简 
B). 另外, RPS, 分 别 是 根据 第 二 组 假设 算得 的 净 均 衡 保 
费 与 责任 准备 金 ， 依 据 是 : HEH! 及 死亡 率 为 q h (5.7.5), 
TT eB A+, 有 


{nV + PY + $) = 4 V + gh{1 —A+] V), (10.6.1) 
aV + PY E) Spar V'a age V’). (10.6.2) 
A pV =r V + Ra, HH (10.6.2} 整理 成 


(nV +P + Rat P P) 47) = py + Rapi 
+¢,(1 —rti V — Rast), (10.6.3) 


然后 减 去 (10.6.1), 将 涉及 函数 AR, 的 项 移 至 右 端 ， 可 得 
(AV + PE i) + (P - PIi’) 
-{q n — Mm) a V) = phRi - Rall +i). (10.6.4) 


将 方程 (10.6.4) 的 左 端 记 为 Sh, 表达 式 (AV + PNE -— i) — 
(g n — Gn)(1 ~n41 VY] 12% cp, BD Sp = (P -Pite 其 
中 (P'~P)\1 +i) SAX, men WRB ATE, KH BR 
$ & (critical function) , Wg i > i, dh > gh, 那么 临界 函数 等 于 
期 初 责任 准备 金 nV +P 的 超额 利息 减 去 风险 净 额 1 一 +1 的 
超额 死亡 成 本 。 按 这 里 引入 的 符号 ， (10.6.4) 成 为 


Sh = P pRrai— Ra(l + i’), (10.6.5) 


ET EME @% Se Se HK Br =, V -aV 的 线性 差分 方程 ， 且 
fo =o Vi-o V = 0, Rm = WW = 0. 在 (10.6.5) MNA 
D 由 基于 ?与 qy, 的 Dein), 可 得 


Di Sr =(147)[D nia Ragr — D pRa. (10.6.6) 
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于 是 





k—-1 
S DS 二 {1 十 iD kiks 
h=0 
v’ k—1 7 
Re = = Y DiSh (10.6.7) 
D kRO 
y! m—1 ; 
Rm = 0 = = S D Sh. (10.6.8) 
Dm h=0 


如 果 S, BER S, 那么 由 (1068) 得 5 = 0, 从 而 Rk = 9, 
V = 2,V,k=0,1,---,m. 此 时 


Sp = 0 = [RV + P(g) -ry VO] 
HP P1 +i) = ept (P PAE) (10.6.9) 


称 为 丙种 假设 下 的 责任 准备 人 金 FA 42 (equation of equilibrium), 
临界 函数 ep AERP- PAO +i), 即 保费 差 按 利率 的 一 年 
积累 值 。 换 言 之 ， 每 年 的 超额 利息 减 去 超额 死亡 成 本 后 与 保费 专 
平衡 ， 这 种 情况 下 责任 准 和 省 金 伯 持 相 问 ， 

无 论 怎 样 ， 方 程 (10.6.7) 表明 ， 责 任 准 备 金 差额 Re 可 表示 
成 各 年 度 人 (= 0,1,… ,上 一 1) MHRA RB v. MRE 
获得 S, 的 有 关 信 息 (如 通过 考察 临界 函数 cp KF), 那么 就 可 能 
得 出 责任 准备 金 差 额 的 相关 第 论 。 

车 Sy 随 玉 增加 而 递减 GAN Sa |), WS, 与 Bx 的 图 形 (将 
离散 点 茵 成 连续 线 ) 如 图 10.6.1 所 示 。 根 据 (10.6.8), Sa 必定 由 
正 递减 为 负 值 ， 当 56 AER, Ri 递增 ; 而 当 Sp BAN, fx 
将 递减 (如 图 10.6.1), AF Rm 二 0, Rx 不 可 能 为 负 值 ， 于 是 对 
k=1,2,--:,m—1,fj > QO, EI LV! 超过 iV. 

若 Sp Mh 增加 而 递减 GAA Sa 1), MW Sh A, 的 图 形 
如 图 10 .6.2 所 示 。 此 时 ， Sh BRA RBA IE, Rk = 


i 





图 10.6.1 S.415 A AE 


1,2,---,m—1,Ry <0, B V EF V. 


S, Ry 


M1062 Sst SR Aw 


为 方便 应 用 ， 条 件 98 | 与 3 1 本 分 别 改 为 等 价 的 条 件 cn | 
写 Ch 1 前 述 结 论 概 括 如 下 ， 
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定理 10.6.1: 对 于 保 烙 为 1 CERI TH n 年 保险 ， 设 均 
AER RA BRA nE, om 年 本 的 责任 准备 金 为 W (nm < n) 
PG AV 分 别 是 以 利率 i 及 死亡 率 gn 为 基础 的 净 均 衡 保 费 与 及 
年 期 末 责 任 准 备 金 ，P' 与 pV" WRR R a RETR gf 为 基础 。 
置 临界 函数 


Ch = (pV +P) i) ganV) Olhem. 


WBA, = cn 随 增加 而 递减 (递增 ) 时 ， 责 性 准备 金 V 超过 
(>) 责任 准备 金 ViO<k<m. X cs 是 常数 时 ， kV ”等 于 
并 人 下 
如 果 两 种 假设 中 只 是 利率 不 同 ， 例 如 蕊 = it+te,e>O0, MH 
于 此 时 
Ch = [aV + Pe, 


SaVTit, cal. FRAU FAR: 

推论 10.6.1: 对 于 定理 10.6.1 中 的 保险 (m = n), MBB 
准备 金 随时 间 递 增 ， ARRA — 4 oe SE k 的 责任 
HER ERR. cken. 

如 果 两 种 假设 中 利率 相同 ， 但 T, = Gh te,e> 0, MI 


Ch = —e(] 一 天 十 1 V). 


当 VY | 时，c6 1 于 是 应 用 定理 10.6.1 得 

推论 10.6.2: 对 于 定理 10.6.1 中 的 保险 (m =n), 如 果 责 任 
HE BH (a) BY, BE AITE I — SS BH ST kh 
真 尾 准备 金 下 降 ， O<k <n, 

接 下 去 考察 ， 在 i= 时 ， 使 得 pV =, WO0<KE<m 成 立 
Wg, 与 qn SR, ER 


Sh = (P'— P)(1 +i) = (a-a) -r1 V) <0 O<hem, 
(10.6.10) 


9 ， 


E PA ee he ap , A nm Vv" —=n—1 V, 
pi ~-P = V —n-] V+P, 


从 而 =P. HRTEM. TR msn- TRA 
推论 10.6.3: ii = i, 对 于 定理 10.6.1 中 的 保险 (mm < 2-2), 
V =, V(O< kom) 的 必要 条 件 为 


P—P 


一 0 十 一 0< hem. 10.6.11) 
th A aya V) 
反之 ， 有 
推论 10.6.4: 设 ? =i, MEM TRH A, 
A 
工人 十 一 Oc Ah<mmain-2. (10.6.12 


那么 PtABREFRCS q, 并 使 得 开始 m 个 保单 年 度 的 责任 
准备 金 等 于 kV (0 < 上 < m) 的 净 年 缴 保费 。 
iE: 将 (10.6.12) 写成 以 下 形式 


PA-P 


' = h + 一 
Gh, gq vt{1 加 ait) 


整理 后 由 【15.7.6) 得 
PHA- ugl —n4iV) = P —van(l hap) = hV — av 
于 是 

Pi+A=vg( — rpt) + Prp V — pV (10.6.13) 


这 就 是 说 ， PtA 是 根据 死亡 率 q, 基础 提供 一 年 风险 净 类 
保险 (责任 准备 金保 持 为 LV) 以 及 按 储蓄 基金 建立 责任 准备 金 
nV 所 需要 的 年 存 入 额 的 均衡 年 支付 额 。 在 年 度 疡 十 1, ABR 
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1 一 p41V MEL RES S psi’ 正好 提供 完全 的 一 单位 保 额 ， 这 
样 ， PtA 提供 定理 10.6.1 中 保险 的 受益 并 保持 责任 准备 金 等 
于 VDD 之 下 之 m, 从 而 证 明了 推论 10.64 。 W n Awr? 
Bt, #670 10.6.3 与 10.6.4 可 应 用 于 终身 人 者 乌 险 。 

在 某 些 情况 下 ， 以 上 理论 可 用 于 比较 两 组 假设 下 的 净 均 衡 保 
费 ， 这 可 从 以 下 例子 中 看 到 ， 

例 10.6.1: Bg = gh, BË <i 对 mn 年 期 两 全 保险 ， 说 明 


P4d=d > P > PS 
解 : 此 时 
Sn = (aV + PË —i)+(P’- P1 +t), 
H aV t,i i <0, & Sa ,从 而 So > 0. 由 此 得 出 
P — i) + (P -— P)(1 +i) >O, 


P'(1+7) > P(1+2), 
Bil ; 
Pr > PL, 
T 


又 从 








以 及 dg > dem, 可 直接 得 出 


Pid-d>P'. 
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习题 

10.2 

l 根据 条 件 : As = 0.3208, Gp = 12, Ap: = 0.5472, Örn = 
S, 计算 调整 保费 Peale 1941 年 报告 ) 。 

2. HP, > 0.04,7 = 0.06, # 1941 年 报告 与 1981 年 法 规 ， 
分 别 用 Pe 表示 PE, 

503 

3. RAT ARH ROE we E, tet) Sno] ee se de ERE A 
Pe TE A OR, A eR) a ee eR 
We Se ae SEY I LA eb REN RW MEMRAM HAE # 
险 保 单 的 净 年 缴 保 费 ， 并 且 假 定 ， 解 药 会 始终 是 净 保 费 责 任 准 条 
侈 的 同 - .积分 比 。 

13S (2) 投保 的 缴费 期 为 nn 的 年 基 两 全 保险 ， 保 险 合 
为 一 单位 ， 支 付 基础 为 完全 离散 的 。 在 皂 人 保费 的 情况 下 ， 被 保 
KeA By Be fF 

(1) 减 额 缴 清 终身 寿险 ， 或 

(2) 其 限 不 超过 原 两 全 保险 的 展期 定期 保险 以 及 Bn BF BT 
SA RRC ER, ATE + 的 解约 金 为 Vin, È BY Ky & 
mAb RBA BSR, ATH Po i L ae BO ae a 
RE Re tn BMA f 设 Arpetan = Arp AO. 
A a 及 n-tar ER f. 

5. 向 (30) 发 行 的 1 单位 完全 连续 20 EAE, E 10 
RPE, 并 且 那 时 还 有 - -第 以 10CV 为 抵押 的 贷款 额 L 尚未 清 
fo ALM ARR: 

(1) 在 保 额 为 1 一 上 的 展期 定期 保险 可 展 延 到 原 期 满 时 的 全 
üu Po WREKE E. 

(2) 转 为 第 (1) BE EIR ARRES 年 时 的 
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责任 准备 金 。 

6. 有 人 大 曾 提 出 , MRM AAR Ke wy OAR OF Bee 
比例 。 用 附录 的 示例 生命 表 与 6% 利率 比较 BW 和 oWo 与 
按 以 上 建议 确定 的 缴 清 保险 金额 。 

7. Uk ag 


P( Asay) — Hetil) ve W(Aom)] 


d — — 
m lW (Aem) = 
at ” A tn t| 


并 解释 这 个 方程 ,。 [提示 :用 (5.10.3) Si V (Arm) 5 Ange n t 
的 导数 。] 
8. 在 人 寿 保 险 的 早期 ， 一 家 保险 公司 的 解约 金 定 为 


RCV = h( Gein — Grjal k) k=1,2, e, 


HYG Ra ERNE RR. alk) EnF rik yje 
费 期 结 上 束 为 止 的 期 初生 存 年 金 值 ，4& 在 实践 中 取 为 2/3. mee 
身 寿 险 保单 的 毛 保 费 按 1980 年 法 规 到 为 调整 保费 ， 并 且 P 与 
已 都 小 于 0.04, A = 0.9, 验证 以 上 给 出 的 解约 金 


KCV = (0.909 + 1.125 Pp) Vs + 1.125( Pri ~ Pe). 


9. pW =, CV/A(k), E CV = Alk) — Pea(k), P? 是 
调整 保费 [参见 (10.2.2)]. 对 表 10.3.2 中 的 三 种 你 单 , PE SE tt 
模型 建立 大 全 与 调整 保费 及 净 均 衡 保 费 的 联系 。 

10. 设 We? =, VMod sath), 其 中 ,V Mod 是 在 第 天 个 保 
单 年 度 赤 的 保险 监督 官 标准 责任 准备 爹 。 对 表 10.3.1 中 的 3 种 保 
单 ， 按 完全 离散 模型 建立 WM Oe 与 续 年 保费 及 兆 均 衡 保费 的 联 
系 。 这 里 假定 ， 刘 限定 缴费 期 的 计划 中 ， 缴 费 期 少 寺 20 年 。 

11. H kp ECV =p VEAL). 

(1) 证 明 : 决定 自动 垫 缴 保费 贷款 期 长 度 的 方程 (10.3.4} 可 
写成 H(t) = 0, 其 中 A(t) 二 WG 十 yk 一 Ty。 
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(2) 验证 : 对 于 死亡 效力 递增 的 生存 函数 ， (0) <0, 且 当 
toot, At) 变 成 正 的 而 又 无 界 。 

(3) 计算 HE). 

12. 与 (10.4.6) 相 联 系 ， 设 10451 是 基于 Gi 的 10 年 末 资 
产 份 额 ， 而 AS: WAT Go. BH AS: 一 10 AS] HAR. 

§10.5 

13. 设 G 是 根据 实际 死亡 与 费用 假定 确定 的 经 验 保费 ， 


G = Uki —p i+ gt vge (1 —k+1 F), 

其 中 站 二 Ge t êk k= 0,1,2, Boh BeyiCV =k Fk = 
0,1,2, FR ERP GER : 

(1) eF = (E+ G@-9)(1 +i) -dn F). 

(2) 如 果 红 利 也 向 死亡 或 退 保 的 被 保险 人 支付 , 那么 (10.5.4) 
Ay 

HE thy D= LF -G— âll H iky) — aa -k1 £), 
kt1D = (G — G1 + tear) + GP +G- 8) Gear 一人. 


这 个 习题 给 出 了 红利 计算 的 经 验 保 费 方法 [experience premium 
method) 梗概 。 
14. 相继 的 生存 年 金 递归 关系 为 


(@s4n — (1 + i) = Prphügth4l h =0,1,2,--- 


(1) 如 实际 的 经 验 利率 是 inp 经 验 生 存 概率 是 fran, WE 
金 的 递归 关系 为 


(Gen 1)(1 + tai) 一 PrtalGs+h4i 十 Ahyi) 
其 中 Arp 是 生存 者 份额 的 变化 。 证 明 


Ane = HI 一 人 et ~ 1) + (Porh — Peth)äztiri 
Path 
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FRE APR. 
(2) 如 年 未 的 年 金 收 入 沽 整 为 年 初 的 ?hyy 入， 其 中 


(Gein — 1) + ht) = DeyhfhtlËgth+is 


用 t, t, Doth 及 Prth BAR hti 

§10.6 

15. 决定 定理 10.6.1(m = n) 中 所 述 保险 对 责任 谁 备 金 的 影 
H APRE: REA SMB BM. pz 人 随 年 龄 递减 ， 每 个 
pz AFL (t+ Ë), k > O. 

16. 对 85.3 中 的 一 般 哥 险 (REFE htl 的 年 末 死 亡 受 益 
为 bagi, FUT MARR nah = 0,1,2,… ,证明 (10.6.4) 中 
AK) wa BS), 成 为 


(mh = TAL +E) + OV + ta) — i) — (ah — aa) (Oat —A + IV). 


17. (1) 对 死亡 年 末 赔 付 单位 受益 的 终身 人 寿 保 险 ， 证 明 
(10.6.12) 成 为 





dy = qy + 7 a T a a i T 


Gy+1 
其 中 yy =grHh, e= rA. 

(2) 根据 第 (1) BPC Kg, URAR i Kao SH +m 
SCM HEERR, FASETRCAR g 及 利率 1 RH 
BRP, 的 终身 寿险 具有 相同 死亡 受益 ， 并 且 保 持 相 了 同 的 责 
性 准备 金 kT,0 Sk Sm, 
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第 十 一 章 ”特殊 年 金 与 保险 


SILL 4] $È 


这 一 章 考 察 和 种 提供 特殊 年 金 与 保险 受益 的 保单 ， 决 定 相 应 
的 精算 更 值 、 净 保费 及 毛 保 费 、 净 保费 责任 准备 金 。 

在 $11.2 中 ， 我 们 将 考察 支付 期 可 能 长 于 年 金领 取 者 剩余 寿 
命 或 者 含有 死亡 受益 的 若干 年 金 契 的， 这 些 合约 产生 于 寿险 保单 
HIRE TEAL, 也 可 能 产生 于 退休 爹 计 划 或 个 人 年 金保 单 。811.3 
包括 了 有 密切 联系 的 家 庭 收 入 保单 。811.4 考虑 了 一 类 在 到 期 之 
前 旨 供 死亡 受益 的 保单 ， 其 受益 额 为 面额 与 责任 准备 金 两 者 之 中 
高 的 一 项 。 受 益 水 平 与 责任 准备 金 依赖 于 投资 结果 的 变 客 保 险 产 
品 是 816.5 的 主题 ， 当 物价 膨胀 天 星 了 用 确定 的 货币 单位 表示 的 
TA 这 些 产 品 显 出 其 重要 性 。 在 $16.6 中 ,我 们 考察 了 在 变更 
受益 上 额 及 保费 水 平方 面具 有 广泛 可 变性 的 新 型 保单 。 最 后 ，816.7 
描述 了 各 种 形式 的 伤 残 保 险 ， 并 讨论 了 在 残疾 保险 中 计算 净 保 费 
及 其 资 任 准备 金 时 常用 的 单 重 损失 模型 近似， 


511.2 特殊 形式 年 金 受 益 


这 一 节 我 们 将 注意 力 集中 于 计算 特殊 形式 年 金 受 益 的 精算 现 
值 。 两 种 支付 方式 取决 于 已 收 毛 保费 ， 我 们 将 确定 这 些 情 形 的 捷 
ea, UA Ri PRES TES. HAT EEFI] m 次 年 
爹 的 相应 结果 。 

以 入 续 支付 的 年 金 为 例 ， 先 分 析 所 谓 的 nn 年 确定 和 生命 年 
#(n-year certain and life annuity), 这 种 年 金保 证 支付 年 。 随 
后 ， 如 年 金额 取 者 仍 活着 ， 则 维 续 支付 直至 死亡 。 其 现 信和 随机 变 


+ S60 ， 


量 (年 支付 额 1) 为 


_ ay T < TE . 
精算 现 利 为 
+ oc 
EZ] 一 | ün thriizttdt + | G5 t Peetidt. (11.2.2) 
用 当期 支付 技巧 可 生出 精算 现 值 
Gy 十 f vip, dt = dy, + nix (11.2.3) 
= üm + 本 ürz (11.2.4) 


RANE AM A, HEENA FRAEN Bay. 由 
(11.2.3) 或 (11.2.4) 可 得 
如 一 二 二 ayy + nËzür+n (11.2.5) 


cin! 


对 于 年 付 m RWB RES. DA 


(m) (mt tm) lm) 
aA T tm 14: Ora (11.2.6) 
= a 4 Eyal. (11.2.7) 


上 述 年 金 的 一 种 特殊 形式 为 2 GE RK F (installment re- 
fund annuity), 它 至 少 保证 年 金领 取 者 Re a A) 可 领 回 已 缴 的 
毛 保 费 (PITA). RERERRA GC ,附加 费 为 毛 保 费 的 7 倍 ， 
eh Sem CRK 为 1, u G AWE 


用 整数 全 G Se AFP ET TA ER G 的 近似 和信， 相应 的 
年 金 是 e 年 确定 和 生命 年 金 (G 可 能 是 非 整数 ) 。 
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— AN ed A oe Br Se ae A FS ER A UL BK Ecash re- 
fd annuity). “Pea ACM CMR ES (不 计 息 ) Bik 
FEAR, WiKFe TRAM e eek. BEEE LH 
MA LEER), G 是 毛 保 费 (A20), T 是 死亡 时 间 ， 那 么 现 值 
随机 变量 为 


aa +(G—-T)e? T<G 
Z= | a tG- T) T> G, (11.2.9) 
精算 现 值 为 
Ez] = ia @ztPrttaeat + fe — t)v' rpatirrtdt 
= a,+GA,¢ — (Aa. (11.2.10) 


对 分 期 退 款 年 金 来 说 , 在 附加 费 是 毛 保费 GH r BH. BRAC 
由 下 式 决 定 ， 


GU 一 人 ) =a, + GAG 一 (FA) a. (11.2.11) 


当 (11.2.11) HAS RSE BEA G 计算 后 ， 可 用 线性 揪 
(AW A PKB G 。 

例 11.2.1: 对 于 在 年 金领 取 者 {z) 死亡 后 继 污 支付 4 年 的 连 
See, Ae wi 

me: 设 了 是 (x) 的 死亡 时 间 ， 受 座 现 值 为 


Z = 而 
所 求 年 金 的 精算 现 值 为 
/ drtbr Hsttat. 
分 部 积分 后 得 


ox 
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ESR RMi+n=—s, 上 述 精 算 现 值 可 写成 

tr + Ii vpn pads. 
这 个 当期 支付 形式 确认 本 在 时 间 nn 之 前 支 什 是 确定 的 ， 在 时 间 7 
之 后 只 有 当 (zx) 在 站 年 前 活着 时 才 有 支付 。 


811.3 家庭 站 入 保险 


n 年 家 庭 收 入 保险 (n-year family income insurance) 当 被 保 
险 人 在 如 年 内 死亡 时 开始 提供 年 金 收 入 支付 ， 直 至 (MERA 
TELAT) 第 n 年 。 这 种 收入 受益 的 现 慎 为 


va— T<n 
Z= 如 一 二 | 一 3. 
| 0 T (11.3.1) 


在 抵押 保障 保单 (mortgage protection policy) F, #4 t aa 
代表 未 清偿 抵押 贷款 余额 ， 其 中 使 用 的 抵押 贷款 利率 7 可 不 同 于 
oh GR Be (Su? 中 使 用 的 利率 i 抵押 保障 保单 的 现 值 随机 


变量 为 
pa UO; Lion 
0 T >n. 


家 庭 收入 受益 的 精算 现 值 为 
ElZ = 人 pp (11.3.2) 
ig 
= an — f VU tiPrdt = Om — Gan 
tt 
- | v'(1 — ipe)dt. (11.3.3) 


其 解释 如 下 : Et n At, RAY (2) 已 死亡 时 才 
有 支付， 其 概率 为 1 一 :px 。 


- 369 - 


年 什 m UR a aR EU A Re AREL., 其 一 , 年 金 克 付 
从 被 保险 人 死亡 所 在 的 = 年 末 开 始 ， 这 里 支付 时 间 的 衡量 都 是 
从 保单 签发 日 开始 的 。 这 种 保单 的 精算 现 值 为 


gl) at (11.3.4) 


AP ARR Ase el WR, OR 二 年 付 
一 资 ， 在 时 间 n AR DER AA BIS) 前 的 最 后 -次 为 堆 数 调 
eet, RAM AMA tn-t=k—j/mts, 0<s<1/m, E 
时 同一 s 的 最 后 零 数 支 付 额 为 


于 是 年 金 交 付 在 时 间 t 的 现 入 为 


nir) Etim 上 一 位 1 一 fr ] 
k+j/ r d™) dim RH 


据 此 可 s 哇 出 精算 现 值 为 











f wa “= fa dt 
0 1 二 rr 一 dim) 1 人 二 有 二 


Ò o ， 
一 Sm) 一 Gem). (11.3.5) 


Si n= 30,m=12,t=18.8 HH, k=11,j=2, 


s—n-t-k 7= 
m 30 
l-a? o 
3 一 33382, 


HPF i= 0.06, DE wie 0.00005. 
例 11.3.1: 某 种 向 40 BASS AR EPS 1 OE 
SF ew: 当 被 保险 人 在 65 岁 之 前 死亡 时 ， 提 供 家 庭 收 入 受 


z 
t 
™, 
A 
= 


- S70 > 


RE 65 Y (假若 未 死 本 该 达到 65 PSH), 且 至 少 支付 10 年 ; 
“RAMA 65 岁 还 活着 的 话 ， 提供 至 少 确 定 支付 10 年 的 生存 
年 金 ( 即 10 年 确定 和 生命 年 金 ) 。 求 精算 现 值 。 
解 : 用 当期 支付 技巧 ， 考 虑 在 时 间 tt 的 支付 条 件 及 相应 的 概 
率 ， 列 表 如 下 : 
时 间 ”支付 条 件 ”概率 
0O<t<25 (40) BÆ L — pao 


25<72< 35 (40) 在 一 10 时 活着 1:_iopao 
t > 35 (40) 还 活着 tha0 


精算 现 值 为 


25 ， ou 1 Pa ; 
f vo (1 — pajat +f v #1-10P40dt +f 7 tpaodt 
0 25 35 


—_F FF _ lO; _ 5 Aan -A — 
= O55 一 849.95 十 也 (T3035 @ 49:78)) + G40 ~ 49.35 - 


5811.4 退休 收入 保单 


ik RK A # (retirement income policy) 是 一 种 两 全 保单 ， 
其 特征 是 到 期 额 高 于 面额 ， 到 期 额 用 于 提供 定额 年 金 收 入 。 国 为 
资 任 准 备 金 趋 于 到 期 额 , 从 某 一 时 间 起 , 责任 准备 金 将 超过 面额 。 
当真 任 准备 金 超过 面 略 时 ， 死 亡 受 益 将 等 于 责任 准备 金 。 

以 下 用 完全 连续 模型 进行 分 析 。 设 1 十 上 EER n 单位 面 
额 保单 的 到 期 额 ， 书 是 年 保费 (年 率 ) 。 如 a 是 责任 准备 金 等 于 
1 的 时 间 ， 则 受益 竹 本 为 


b — 1 tt<a 
E V acticin. 


用 后 顾 公 式 表 达 在 时 间 a 的 责任 准备 金 ， 可 得 


5 —1 
— Ga — Ara 


l = aV = Pasa — aka = (11.4.1) 
aks 


-arlo 


另外 ， (5.10.3) 给 出 的 责任 准备 金 微分 方程 为 


d— — — — 
att 一 P + OW 一 Hrttl Dr 一 iV}. 


“4t>aW, b =V, 0B pap 的 项 消失 ， 解 此 微分 方程 {或 


根据 复 利 理论 ) 可 导出 


1 = (1 十 kyr? 一 Pa 


结合 (11.4.1) 与 (11.4.2), 有 


Ava + ghyv"”“*(1 + k) 


P = 一 二 — 
r: + aint, 


从 方程 (11.4.1) 可 解 出 





一 上 
— ÅA tat — 
P — Fal ii. E 一 
可 PC Aza), 
于 是 
P=— -á 
Ar 


RARE, KA (11.4.2) TTAR ih 





(11.4.2) 


(11.4.3) 


po Geers a _ kh aa 
Qa pe Saal ara 8 
k 
= 一 — Å. 
Saa 
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与 (11.4.4) 比较 可 得 出 a 必须 满足 的 条 御 


号 一 一 一 


Raa Lp (11.4.5} 
Oza 


据 此 可 计算 出 &, 随后 根据 (11.4.4) 得 出 P. 
至 于 责任 准备 金 公 式 ， 当 上 <Qa 时 用 后 顾 方法 ， 而 t 之 a 时 
FA irl BS AS 125 BA A Es 
iV _ P33 一 ike o i<a 
(1+ kj Pa a<t<n. 


n—t 


(11.4.6) 


在 t+ 之 a 时， 也 可 用 公式 
V = 1+ 让? + Piz. 


完全 高 散 的 模型 与 此 相似 ,只 不 过 a 是 使 得 V < 1 且 
a+1Y > 工 的 整数 黑 了 。 


$11.5 ” 变 额 保险 产品 


ik — MARRA LER SKM T RRA EME 
RT, RARS {主要 是 上 股票) 一 般 在 保单 中 载 明 。 这些 产品 的 
最 初 日 的 在 于 通过 将 保费 投资 于 股票 获取 较 高 的 期 望 收益 率 ， 从 
而 提供 某 种 免 受 通货 膨胀 打击 的 途径 。 通 常 ， 这 些 保 单 在 死亡 率 
及 附加 费用 方面 按 事 先 确 立 的 基础 计算 ， PRA ARE RS x 
两 方 血 的 不 利 经 验 而 被 要 求 追 加 付费 ， 也 不 会 因 这 两 方面 的 有 利 
经 验 而 额外 得 益 ， 受 益 金 额 的 变动 只 来 源 于 保费 投资 收益 率 { 即 
利率 ) 的 变化 。 

一 - 变 额 年 金 

育 先 考虑 变 额 年 全 (variabie annuity), ERBR BMY, — 
项 基金 由 一 次 性 或 周期 性 存 入 方式 进行 累积 ， 其 利率 决定 于 基金 


3 


HRA. CRRA Sih TERR BRR 
fat 【解约 价值 ) OS A A HE ER A A ERI 
保 ， 在 缴费 积累 期 内 基金 份额 的 增长 由 下 式 给 出 ， 


[Py + zp(l — cy) — Ep](l + ik41) = Fhtl + getklbktl — Feta) 

(11.5.1) 
这 里 下 是 在 时 间 k 的 基金 份额 ， mk 是 在 时 间 上 的 毛 保费 ， ck 
是 保费 a, 中 用 于 费用 开支 的 百分比 ， 缺 是 不 与 保费 成 比例 的 费 
用 ， bk 是 从 时 间 点 EM AAI 死亡 的 在 时 间 点 十 1 Hair 
A i. RAE k E k+l 这 一 年 的 实际 净 投 资 收益 率 (扣除 
了 投资 费用 ) 。 在 积累 期 内 ， 式 (11.5.1) 右 端的 第 二 项 等 于 0, 由 
此 可 见 ， 基 金 恰 好 按 利 息 ( 即 投 资 收益 率 ) 累积 。 

在 退休 时 ， 妈 有 的 基金 份额 用 于 购买 纹 清 年 爹 ， 后 者 的 计算 
按 预 定 的 死亡 率 基 础 及 假设 的 投资 妆 益 率 (assumed inverstment 
return, AIR) 作出 。 如 果 假 设 的 投资 收益 率 AIR RK, RAM 
妨 的 年 金 交 付 相 对 基金 份额 来 说 也 比较 低 ， 介 我们 将 会 看 到 ， 年 
金 的 支付 额 具 有 某 种 增加 的 型 式 ， 以 抵消 部 分 通货 膨胀 影响 。 特 
AIR 记 为 6 在 时 间 久 之 后 一 年 的 实际 投资 收益 率 记 为 th, 如 在 
时 间 k 向 活着 的 年 金领 取 者 此 时 及 此 后 支付 的 年 受益 莉 设 为 br, 
则 在 时 间 点 的 责任 准备 金 就 是 äre 这 里 r 是 退休 时 年 龄 ， 下 
是 从 退休 开始 计算 的 时 间 。 责 人 性 准备 金 演 变 的 方 积 为 


(beth — brl 十 thin) = bop Prtkürtk+: (11.5.2) 
但 由 (3.8.4) 可 知 
(rpgk — 1)(1 + i) = Porpdeth+l. {11.5.3) 
两 式 相 只 得 出 


= 
一 pnt tkt 


ho (11.5.4) 


bx+1 
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Fei ，> 宇 时 ， 受 益 水 平 将 提高 ， 而 较 高 的 AIR 可 能 导致 
受益 额 常常 降低 。 

以 上 由 {11.5.4) 给 出 的 结果 对 其 它 支付 选择 权 也 成 立 ， 对 
年 确定 与 生命 年 金 可 参见 习题 15 。 对 年 付 m 次 场合 也 以 稍微 修 
改 的 形式 出 现 。 首 先 考虑 按 月 调整 支付 额 的 情形 ， 联 系 一 年 中 第 
1 与 第 2 个 月 的 年 金 值 公式 为 


(ER l 
(Bh A+ a) =a 
而 基金 份额 的 演变 可 表示 成 
(12) 


12) bk t k+l «(12 
(ak — To) + GE") = Petia Ba a 





相 队 得 出 (12) 
; be(1 + at?) /12) 
k+ 4 40) /19 


WE m 次 但 受益 水 平 按 年 调整 的 情形 , 也 成 立 同 样 结 果 . F 
ERARN HE, h 


(11.5.5) 


(12) (12 
(ae — FO) = Pend yh 


(bein ~ pe tk me. + beta) = Petkbktiä hy 
ai 5 (11.5.4) 相同 的 结果 : 


p tte 
eta = Ok 

2 i # &(variable life insurance) 的 各 种 可 能 设计 非常 众 
多， 以 下 讨论 3 PRANK. FU KERR SSR HH, B 
fa Be EE IL 

~ FEERASRE 
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第 一 种 设计 称 为 完全 变 额 寿险 (fully variable life insurance), 
+2 SRI A RAB RRR. OO, 是 在 时 
间 友之 后 一 年 内 的 受益 额 ， 则 在 时 间 尺 的 应 缴 保费 为 BkP(A4x)， 
一 年 的 保险 成 本 为 kA. TË 


DreV (As) bs P(As) br Aska Hiki) = Potkbetikt1V (As), 
(11.5.6) 


又 根据 
RV (Ae) + P(e) — Agal +i) = Petek (Aeh (11.5.7) 

可 得 | 

1+ bead 


5.8 
Ii ’ (11.5.8) 


bet = bx 


te ye eS AY (11.5.4) E, 

=. PERBNLAAZRK 

第 二 种 设计 为 HRY EMF E ( fixed premium variable 
life insurance), 它 与 完全 变 额 设计 的 不 同 点 在 于 净 保 费 保持 国 
定 。 考 虑 净 保 费 为 P(A4)( 即 初始 受益 额 为 1) 的 情形 ， 有 
bre V (Ap) + P(Ay)—beAzcea (tte) = Pa+kbrikk+1 V (Ax); 

(11.5.9) 

与 (11.5.7) An Fa 


TF T y: 一 i , 
pV (Az) +P(Ar)/br — Arki | 1+ ikt 


— 一 — 1 i + 
nV (Az) + P(As) — AFRI I+. 
(11.5.10) 


Ohad = by 


式 (11.5.9) 左 端 第 一 个 因子 可 写成 
(br — Ln, V (Az) + kV (Az) + P(Az) — bp AS Ei 


这 表明 ， 国 定 兆 保费 阿 时 支持 而 额 1 与 产生 于 实际 投资 回报 的 增 
MAS a A Of — 1, 
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Pl. 缴 清 保险 增 额 
后 考虑 第 三 种 设计 ， 保 费 仍 固定 ， 但 受益 的 改变 以 缴 注 你 
险 的 方式 出 现 ， 这样, 即使 以 后 的 实际 投资 收益 率 回落 到 ATR, 已 
增加 的 受益 额 将 保持 不 会 降低 ， 而 保费 只 用 于 交 持 原 受 蔓 水 平 。 
a EE he BEA 


一 ,一 一 一 1 
(by — I) Agee + EV (Az) + P( Az) 一 bp Azren ll + ikti) 
= Prpkl(bk+1 — DArresi + kV lAr), (11.5.11) 


As thd =1 时 ， Dk+1 = bk, 于 是 


1 + tay O (bya — 1)Astk+1 + k+ V (An) 





LHi (be DA tapi Ae) 
将 责任 准备 金 的 缴 清 保险 公式 
eV) = 1- P(A) PE Aztk+1 
P( Aging) 
RALEA BY aR Se ir SH OS 2 HE KK 
aan Pca) p h- Pa aH (saa) 


811.6 ”可 变 计 划 产 品 
在 十 十 年 代 初 ， 保 险 公司 开始 提供 着 干 种 在 保 额 、 保 费 及 保 
险 计划 等 方面 的 改变 有 广泛 选择 权 的 保单 。 保 险 金 的 少量 增加 一 
般 姬 需 新 的 可 保 恬 证明， 但 大 额 增加 则 需要 这 种 证 明 。 可 供 选 择 
的 计划 包括 各 类 均衡 保费 定额 受益 的 定期 、 终 身 、 限 期 缴费 终身 
寿险 及 两 全 计划 。 一 种 特殊 的 红利 选择 权 设 计 人 允许 红利 以 直接 相 
联系 的 净 比 率 如 入 到 现金 价值 中 去 ， 增 大 的 现金 价值 则 用 于 展 丐 


“可 六 


定期 计划 的 期 限 或 增加 终身 计划 的 受益 额 。 Re Re TE 
划 (flexible plan), 下 面 以 特别 简单 的 形式 为 例 予 以 说 明 ， 并 通过 
对 第 二 种 设计 的 描述 来 结束 这 一 节 ， 后 一 设计 不 如 前 一 种 那样 注 
重 保险 计划 ， 且 与 上 一 节 的 变 额 寿险 计划 具有 某 些 共性 ， 

一 ， 可 变 计 划 实 例 

我 们 将 使 用 毛 保费 G 与 净 保 费 局 之 间 确 定 的 关系 : 


0.8G = P. (11.6.1) 


为 外 ， 还 使 用 完全 初 年 定期 制 责任 准备 金 与 不 没收 价值 。 (值得 
注意 ， 计 价 法 及 不 没收 法 可 能 要 求 更 高 的 值 .) 定义 oV = -万 ,这 
E 忌 是 第 一 年 费用 超额 补贴 ， 根 据 完全 初 年 定期 制 责任 准备 金 收 
正方 法 ，17 = 0, 于 是 按 完 全 离散 基础 可 得 


oV + P= Vagt, 


E = —o V = P — Varb, (11.6.2) 


其 中 心 是 初始 死亡 受益 额 ， 忆 是 初始 净 保 费 。 设 产 是 缴费 年 限 ， 
WW 
oV + Pä, p = 6A! 


x74 ; 


(11.6.3) 


其 中 , ERIE GF Hh, 在 限期 缴费 终身 寿险 计划 下 了 了 = wr. 
责任 准备 金 用 后 顾 公 式 可 写成 


oV + Pa, 5, 


1 
7 DA, -kl 
k Ey l 


EV (11.6.4) 

PY 11.6.1: 考虑 35 岁 签 发 的 初始 毛 保费 与 保险 金 分 别 为 1000 
J 120000 的 保单 ， 用 示例 生命 表 及 6% 利率 决定 E, sV, URZ 
保险 计划 .。 


"dR: 


解 : 由 (11.6.1) @ P = 800, 于 是 


E = -oV = P —120000vg35 = 572.05, 
_572.05 十 8006。 z — 120000A3, = 
sK = | — 949] 24. 
sas 


终身 寿险 的 完全 初 年 制 的 续 期 保费 为 120000F36 = 1057.37 . Bi 
然 净 保费 只 有 800, 保险 计划 必 为 定期 计划 。 用 公式 (11.6.4) 可 算 
出 

aV = 3375.72, 40Y = 一 1313.14， 


可 见 保险 计划 的 期 限 到 74 岁 为 止 (39 年 ) 。 在 时 间 39 MAR 
任 准备 可 用 于 提供 毛 着 的 不 到 一 年 的 定期 保险 ， 天 数 为 


39 V 


1 
1200004, T 


365 = 230. 


在 变更 保 额 或 保费 之 时 ， 可 设 新 的 责任 准 符 金 V 等 于 在 变 
更 之 时 的 原先 完全 初 年 定期 制 责任 准备 金 kV 。 新 的 净 保 费 PF, 
保 额 与 责任 准 备 金 的 关系 与 (11.6.3) 相似， 为 


nV’ + Pranab = b A gg (11.6.5) 
Lh RT RIMM, j=hR#w- e-k. 1 (116.4) 
RAA, 对 i = 1,2,3, "4 有 
十 PE — DAL 
1 


gEztk 


例 11.6.2: 上 例 中 保单 持 有 人 希望 在 5 年 后 将 毛 保 费 变更 为 
2000, 保险 金 改 为 150000 。 决定 原 保单 签发 10 EmN AEE 
& EN AR By AS CR Be R 
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解 : HV’ = sV = 2491.24, P' = 1600, 代入 (11.6.6) 得 


9491.24 + 16004,,- — 15000041. - 
yee 403 一 10319.89. 


10 
5 Ea0 


鉴于 2491.24 + 1600849 超过 150000440, Hitt KI E B HIS A 
身 寿 险 。69 岁 是 责任 准备 金 超过 保 额 为 150000 的 同龄 终身 寿险 
精算 现 值 的 第 一 个 年 龄 ， 用 【11.6.61 可 算出 


347” = 75597.32, 150000 Agg = 74954.44. 


当 保 单 皖 有 者 达到 69 OR, 保单 可 转 成 面额 为 


75597.32/Agg = 151287 


ES Stig 2S St ap RRR 

W 11.6.3: 在 例 11.6.1 中 ， 如 保单 持 有 人 希望 在 5 年 后 将 毛 
保费 改 为 2000, + WRASSE 60 岁 为 止 的 终身 寿险 ,决定 
or NSE ae MH 

解 : 此 时 P' = 1600, 由 


2491.24 + 16004 49.95 = B Aso 


解 得 5 = 132090 。 
例 11.6.4: 在 例 116.1 中 ， 如 保单 持 有 人 希望 将 保 额 改 为 
150000, 计划 改 为 到 65 岁 为 止 的 定期 寿险 ， 决 定 新 的 毛 保 费 。 
解 : 由 
2491.24 + 0.8G"G4q93 = 150000440 5， 
可 解 出 GY = 895.00 。 
=. 另 一 种 设计 
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第 二 种 设计 站 变 额 寿险 与 前 面 可 变 计 划 保 单 相 绪 侣 ， 它 对 于 
保险 计划 的 注重 不 象 第 一 种 设计 那样 强 。 此 外 ， 要 对 于 受 盆 额 丙 
过 ， 更 着 重 于 以 前 称 为 风险 净 额 的 风险 额 (risk amount) 。 在 保 
单 年 度 中 十 1 之 初 的 风险 量 决 定 于 含 这 个 因子 re 的 基金 份额 增 
长 方程 。 以 下 分 析 以 年 度 模型 为 例 ， 不 过 在 实践 中 ， 月 度 或 更 频 
繁 的 计算 较为 常见 。 与 (10.5.3) 相似 但 不 允许 退 保 的 基金 份额 境 
长 方程 为 


QF +G—E-reAsgeg (lt iy) = rF (11.6.7) 


注意 这 里 是 只 按 利 息 累 积 的 ， 在 发 生死 亡 的 情形 保单 持 有 者 嗓 
KEE MHEG OM, P+G-E-rn AGG], 也 在 死亡 发 生 时 
获得 按 利 息 调 整 的 风险 额 。 对 风险 额 的 选择 可 使 总 受益 额 维持 在 
全 个 大 致 的 水 平 上 ， 保 单 持 有 人 对 毛 保 费 CURR ry 的 选 
取 具 有 很 大 的 灵活 性 。 通常， thy) 是 至 少 等 于 某 个 最 低 利率 i 的 
投资 收益 率 ， 风 险 典 一 般 不 超过 rA 其 中 1 年 定期 保险 的 
净 意 缴 保 费 以 利率 宇 及 法 定 责任 准备 金 计 算 中 使 用 的 死亡 表 为 基 
础 进行 计算 。 

式 (11.6.7) 中 的 费用 巨 常 具有 以 下 几 种 形式 : (1) 按 所 有 
毛 保 费 百分比 收费 ; (2) 作为 解约 费用 ， 按 第 一 年 保费 的 较 高 然 
而 随时 间 下 降 的 比例 或 按 经 办 费 (如 每 次 退 保 站 元 ) 收取 ; (3) 
BORLA WR, AEP 1 年 收取 或 每 个 保单 年 度 收 取 较 低 的 
数额 ; (4) 按 短 千 元 受益 额 的 一 个 数额 作为 第 1 年 收费 。 

最 有 可 能 受到 法 规制 约 的 是 第 一 年 越 额 费 用 及 风险 收费 。 除 
了 己 报 述 过 的 收费 公式 和 外， 保险 人 也 通过 若干 技术 外 理 来 补偿 费 
由 。 其 中 的 一 些 办 法 是 : (1) 降低 计 息 帐 面额 ， 对 于 保单 现金 价 
值 个 起 始 范围 { 壁 如 现金 价值 中 起 始 的 1000), 只 限于 承诺 的 利 
Bite: (2) 净 投 次 收益 率 与 应 用 于 现金 价值 的 利息 有 -一 个 
415% SH; {3) 犹如 常规 定期 保险 的 保费 中 实际 包含 某 些 
费用 成 份 一 样 ， 风 险 收 费 中 的 部 分 也 这 样子 以 确认 。 


- dal : 


如 上 所 述 ， 这 种 设计 的 重点 不 在 保险 计划 。 在 任何 时 间 ， 类 
WTA 11.6.1 及 例 11 .6.2 所 使 用 的 计算 可 用 于 决定 隐 含 于 任何 
特殊 型 式 的 保费 与 受益 、 当前 风险 额 、 费 用 收费 、 利 率 及 责任 准 
备 金 。 


811.7 ”个 人 寿险 中 的 残疾 受益 


普通 人 寿 保险 契约 中 一 般 都 附 有 残疾 受益 ， 在 全 残 而 丧失 工 
作 能 力 后 ， 可 获得 每 于 元 面额 5 或 10 元 的 月 收入 补偿 ， 或 者 得 
到 免 缴 以 后 保费 的 受益 ， 保单 持 有 人 在 全 残 后 通常 须 经 过 3 、8 
或 12 个 月 的 等 待 期 后 方 可 获得 残疾 受益 ， 但 有 时 可 追溯 至 等 等 
期 。 残疾 受益 可 能 在 寿险 保单 到 期 之 前 结束 ， 典型 的 结束 年 龄 霉 
00 或 65 岁 。 然 而 对 于 年 金 形式 的 受益 . 无 论 是 残疾 收入 还 是 保 
HES, GHEE RHR OL, 典型 的 是 寿险 保单 到 期 日 
或 缴 清 日 。 

— REKA TH 

考察 了 SAB y 岁 为 止 在 致 残 后 m 个 月 开始 可 获 每 月 1000 
AB u 岁 的 残疾 收入 受益 ， 按 第 十 、 第 八 童 的 记号 ， 其 精算 现 
值 为 


到 一 将 一 工 


; . | 
12000 ` v epr 0 a 12D hee /9 
k=0 


£12); 

ett 1/2) +m /12:u—2—k—1/2—m/ 13)’ 

RH, [e+k+1/2 表示 致 残 年 齿 TEE), a+k+(1/2)+m/12 
表示 有 资格 受益 的 年 龄 ， 

这 个 公式 在 实践 中 通常 作 一 些 简化 。 首先 ， 可 设 损失 (eR 

HR) 只 有 当 致 残 后 生存 到 等 待 期 个 月 末 时 才 认 为 发 生 ， 当 致 残 

后 在 等 待 期 内 死亡， 作为 损 因 d BÈ) 对 待 。 这 样 ， 残疾 者 的 


(11.7.1) 
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生存 因子 mifer 由 于 已 计 入 atl, 而 不 必 在 (11.7.1) 中 
出 现 。 
其 次 ， 用 连续 年 金 
1 


4 ee 1 zo 
P etk+1/2}+m/12:u—e—k—-1/2—m/12 + PÅ {11 T ) 


近 他 111.7.1) 中 的 按 月 支付 年 金 。 在 实践 中 , MRE aH Bink 
率 由 开始 较 高 然后 下 降 的 死亡 率 与 先 取 得 峰值 随后 下 降 的 实质 恢 
复 率 组 成 。 在 这 些 场 侣 ， (11.7.2) 可 从 以 下 儿 个 方面 得 到 确认 : 
与 按 月 支付 年 金 相 比 ， 连 续 年 金 失 去 每 月 支付 额 古 的 大 约 1/2 
个 月 的 利息 。 在 因 死 亡 或 恢复 而 终止 的 情形 ， 还 失去 部 分 支付 ， 
这 部 分 支付 在 生存 到 年 龄 如 的 情形 并 不 失去 。 因 此 连续 年 金 用 月 
支付 的 1/2 作 调 整 是 方便 甚至 可 能 是 保守 的 。 

第 三 个 近似 涉及 上 记 标 准 的 单 重 损失 生 闸 表 代 蔡 死 亡 与 残疾 两 
ERAR, Ui 


i d i i 
qe, = ad O urudi 


1 2p th ef tp intestate 一 /2Petk Tsk: 
(11.7.3) 


ed 


这 些 简 化 以 Phillips if “(Phillips approximation) 著称 ， 导 
致 浪 保 费 及 其 责任 浴 备 人 金 呈 是 稍微 有 所 偏 离 。 
将 以 上 简化 施行 于 {11.7.1), 可 得 精算 现 值 的 近似 : 


y—-z—1 


12000 Y vetl/2 po ope LGA12 
k= 
| 1 
(4 beh 1/2) 4m [Leu eR n +t 54) (11.7.4) 
可 定 必 与 第 八 章 类 似 的 计算 基数 ， D, = vli, 
CL = v? pag’ De. (11.7.5) 


+ 38S ， 


t FH me / 125% i 
Ca = Oye Oh e+1/2)-4+m/12u—2—1/2—m/ 13)" (11.7.6) 


y-1l | 
„Me =) C; (11.7.7) 
,yi 
本 Ft 一 
ya = S (11.7.8) 


Aid SRA E i BD ET 5 
12000%f, + 500u"/!? Af, | 
ys a (11.7.9) 
D, 

=. 保费 免 缴 受 荔 
RR N RH OP 每 年 分 8 KARR. HAR be SG 
fe HA. BISER RE SAT BY) Op be ES BR. 与 残疾 收入 受益 
NE aE TR Se TS eA RUA PR H 
HEH g 次 年 金 。 如 假定 在 一 年 中 伤 残 均匀 发 生 ， 从 等 待 期末 到 
下 次 缴费 日 平 均 期 为 ge, 则 等 待 期 之 后 的 免 缴 保费 受益 的 年 金 值 

为 


一 


aigli i 
1/(29)|8a-+k41/2]4m/12 Qaetkt1/2)+m/12° (11.7.10) 


追溯 的 免 缴 保费 受益 平均 约 为 (m/12)P 。 当 保费 连续 向 付 
alm 是 g 的 整数 倍 时 ， 这 很 清楚 。 为 了 看 一 下 其 它 情形 可 能 发 生 
的 情况 ， 考 虑 半年 缴费 且 等 待 期 为 4 个 月 的 情况 。 如 果 等 待 期 结 
束 于 下 次 缴费 日 前 的 2 个 月 内 ， 那 么 在 等 待 期 内 未 缴 保费 ;否则 
在 等 待 期 内 缴 了 保费 (L/2)P. 在 一 年 中 伤 残 均匀 分 布 的 根 设 下 ， 
平均 的 追溯 受益 额 为 

4 1 A 


2 
--O0+---|P=—P. 
Ig OF GE 7 = 5? 
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运用 这 里 以 及 前 面 讨论 残疾 收入 受益 时 的 简化 ， 保费 免 缴 受 
益 的 精算 现 值 可 表示 成 


yl : 1 2 | = m 
P 5 ptt pet ober ht sen (Biet t1/a}em/2 t z) 
(11.7.11) 
用 计算 基数 表示 则 成 


12 


这 些 受 益 的 净 年 保费 可 通过 平衡 原理 获得 。 璧 如， 对 于 保费 
RH ee HE Oo ii RRB 75 BAS, oe AL i 
的 净 年 缴 保 费 gs ate H FAR HE: 

POEM + Rv esM) 


65—z Mw O65 -Rl 一 
z 


这 里 也 是 全 残 后 免 缴 的 年 保费 (寿险 ) 。 上 式 可 改写 成 


PEM, + uv" 1265.) 


-Tr 一 11.7.13 
内 号 一下 并 下 N. a Nes { ] } 
相应 的 责任 准备 金 可 用 保费 差 公 式 表 不 : 

LV = (65 RH — 65-272 )O,4 kb 1 h (11.7.14) 


残疾 生命 的 期 末 责 任 准 备 金 是 在 被 保险 人 已 具有 伤 残 资格 的 
假定 下 计算 的 未 来 残疾 受益 的 精算 现 值 。 免 缴 保 费 额 或 者 残疾 收 
入 率 应 乘 以 适合 残疾 者 的 生存 年 金 精 算 现 值 。 这 个 值 考 虑 了 致 残 
年 龄 GFE MEE IM [Bl Re Se ee BEER. 
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习题 


611.2 
1. 假设 每 年 死亡 服从 均匀 和 分布, 试用 第 三 章 的 结果 将 (11.2.6) 
中 精算 现 值 表示 为 





T} l l 性 
iim) Qa 十 U nPrOz+e + Ç 一 a) U nDeAxin} - 
提示 : 参考 习题 3.17] 
2. 证 明 (11.2.1) 中 定义 的 2 的 方差 和 每 年 支付 1 的 只 年 弟 
延 连续 生命 年 金 有 相同 的 方差 , 因此 ， Var|l2j 可 由 (3.3.20) 或 习 
题 3.40 中 机 等 的 表达 式 给 出 。 
3. 东部 分 现金 立即 嵌 还 年 金 ， 其 现 值 随机 变量 为 ; 
7 -1 Gm + (PG -Twt T<pGO<p<i 
a, T > pG. 


a. 证 明 对 一 个 部 分 现金 立即 偿还 年 金 {11.2.11) 可 重 写成 : 


— wr TA 
G(1 — r) = te + pGA, sa ~ (TA). 


b. i H(G) = G(1-— r) ~a, - pG sa + (TA) oa sk G 
if H(G) 一 0 。 

(i) R L(G) A H"(G) 

(ii) 在 一 个 根 的 邻 域内 讨论 AG) 和 H"(G) 的 符号 。 

4. EW: 对 例 11.2.1 HEZA: 

Ang _ aA 
Var[2] = wet As = Aa 

611.3 
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5. 假设 每 年 死亡 服从 均匀 分 布 , 试用 第 三 章 的 结果 将 (11.3.4) 
中 的 精算 现 值 表 示 为 


i 1 1 \ yi 
而 四 -om ddim jem] 


(提示 : BSA 3.17] 
6. ie Z # (11.3.1) 定义 ， 证 明 


— 2 
mj (Arm) 
§2 | 


7. 证 明 ; 对 一 个 年 金 值 按 利息 效力 人 计算 的 7% 年 连续 家 许 
收入 保险 。 其 精算 现金 值 为 ， 


—] _ snl 
Asa -TE Aga 
At 


oA 
Ap 
Var[Z| = 


其 中 ”3 RAERD = 6-8 计算 。 

8. 一 份 保单 从 【2 死亡 的 日 期 开始 提供 每 年 为 1 的 连续 确 
定年 金 ， 若 死亡 发 生 在 保单 签发 后 的 1 年 内 ， 则 年 金 付 至 保单 
ie ty 20 年 年 诡 。 若 死亡 发 生 在 保单 签发 后 15 至 20 EA, 
则 年 金 支付 5 年 。 保单 签 发 UFR SILER, SUPRA 
m HREL. 

9. 一 份 侣 同 规定 ,车 被 保险 人 在 20 年 末 还 话 有 时 可 得 1000; 
ee ROE BSH 20 年 内 死亡 ， 则 每 月 可 得 10 的 收入 ， 该 收 
入 的 第 一 笔 支付 在 死亡 的 月 末 ， 但 保单 签发 20 年 后 则 无 支付 。 
Bie SRNR RARE, 

10. 证 明 
ay — üm = Aon ~ tnte 一 nile 
11. 

a. 联系 例 11.3.1, He A K9 fA A as A SEE AY TA] BS BS 


-JST ， 


b. 运用 综合 支付 技巧 表达 收入 的 精算 现 值 。 

c. 证 明 对 (b) 的 结果 运用 分 部 积分 得 例 11.3.1 中 的 表达 式 ， 

§11.4 

12. 对 一 个 完全 离散 退休 收入 保单 , CMa BRE V <1 
o1V > 1 的 唯一 整数 ， 对 该 完全 离散 收入 保单 进行 下 列 分 析 : 

a. HWE aV, PRR P ER, 

b. EHAA, GMM aV, 用 PER, 

CS ay HATRARHS, REP. 

d. AR ARS aV < P< Pra, 及 > 1 Al 
P > P arp EH a 是 满足 za >k 的 最 大 整数 。 

13. 将 Hattendor! 定理 扩充 色 一 般 的 完全 连续 保险 ， 有 


J (ube Paz) Puticardt + (oO by 加 Pan) npa 
= f, i- WP erates at 
其 中 nn ERR, RAR, b 是 t 时 死亡 受益 ， b, 
是 满 期 收益 { 参见 练习 5.45) 。 运 用 上 述 方 法 ， 证 时 一 个 完全 连 


小 基础 的 退休 收入 保险 ， 其 损失 变量 的 方 益 和 一 个 上 年 上 单位 两 
全 保险 的 损失 变量 的 方差 相等 ， 为 : 


-一 一人 
"Ana Axa 
(tral 


14. 证 明 对 一 个 退休 收入 保单 , E a= htr, Hh = [alo < 
r< 1, ME AHI 保单 年 死亡 均匀 分 布 的 息 设 下 成 立 


E (6 一 Qrinl@n +U Traeth 
E 由 " 


aga) = Qe Fi 
311.5 


' 388 ， 


15. a. 证 明 
(aq W(t i) = pet aay + enn 


b. 证 明 对 一 个 在 7 年 确定 和 生命 基础 上 支付 的 变 客 年金 ， 
(11.5.4) 成 立 。 
16. 
a. 将 (115.10) 重 写成 下 列 等 价 形式 
(by — 1)P(A,) | 1+ ikti 
\EgsgktiV(Ac)| 1+2 


b # a 的 公式 中 ， 训 1 二 这 三 小 机 2 Rb a1. E 
BA bL +1 = 1,k =0,1,2,-°- 

c Ba hath, He,t, 其 中 某 个 >0,h = 1,2,… 
HE HH bah 将 收 襄 到 l., 

17. Bit Poin = Preh 重 解 习 是 11.14{b}, 证 明 rh+1 = 
bp fb 5 (11.5.4) 中 结论 一 致 。 

18. 一 个 离散 模型 F 的 定额 终身 寿险 ， 其 中 天 十 1 年 的 死亡 
受益 beyi BS Fher t(l apie) 一 工 十 (Fria — k41 Veh 其 中 
基金 份额 Fe Pi EA 


brit = [bk - 


(Fp + Pry + (pia) = Gethbktl + Poth ley. 


APR i Ay EA 
a. 证 明 该 递 推 方程 能 写成 


(Fp + Pe) + ikti) — doth(l — ktl Vr) = Pati, 


并 解释 这 个 方程 。 
b. # ipp = i,k = 0,1,2,1, 证 明 Phar = 二 giVz, 县 Ht 
在 1 时 恒 为 常数 。 
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c 证 明 Ong, = br + {Ek + Pe) pss — (Ve + Peli. 

[注意 , 在 这 个 方案 中 ， 上 十 1 年 的 死亡 受益 是 bea 而 不 
是 如 (115.9) Ab. 而且 皮 十 1 年初 的 1 年 期 保险 费用 是 
brti9otk/ (1 + engi), 而 不 是 (11.5.9) 中 的 bogie /(1 + 2) a] 

19. 例 11.6.1 中 的 保单 持 有 者 在 5 年 后 希望 将 保单 转 为 年 保 
ey 5000 至 65 岁 的 两 全 保险 。 试 确定 该 变化 产生 的 受益 水 平 。 

20. a 习题 11.19 中 的 保单 持 有 者 决定 选择 到 65 BAH 
160000 的 两 全 保险 ， 但 仍 将 支付 5000 的 毛 年 缴 保 费 直 至 付 清 
最 人 终 一 笔 分 数 保费 ， 这 笔 分 数 保 费 在 最 后 一 笔 完全 保费 的 后 一 年 
交付 。 试 问 这 笔 分 数 保费 将 在 什么 年 瞧 支 付 。 

b. 对 (a) 中 的 保单 ， 试 问 在 转换 成 两 全 保险 后 的 10 ERE 
任 谁 备 爹 为 儿 少 3 

811.7 

21. 

a. 有 一 个 签发 给 (35) 的 残疾 收入 保险 ， 基 (35) 在 60 岁 前 
BURA GET 6 个 月 的 等 待 期 ， 则 每 月 可 得 1000 FF 65 S., isk 
ARAMA 60 SPERTS, 

b. 对 a 中 的 保险 ， 写 出 其 10 年 未 的 期 末 责 任 淮 备 金 公式 ， 

22. — MTE (r) 终身 寿险 保单 后 的 残疾 附加 条 款 规 定 ; E (x) 
EFR y 前 变 成 全 残 且 在 6 个 月 的 等 待 期 中 仍 为 全 残 ， 可 享受 以 
Pe ae: 

(1) 从 等 待 期 末 开 始 ， 且 在 连续 伤 残 的 生命 中 都 享受 的 月 收 
A, 

(2) AAA Be AR BS BHATT aR GR ATS ENR 
续 伤 残 生 命中 都 免 缴 寿险 保费 。 





知 该 伤 残 附加 条 款 的 净 环 缴 保 费 为 
17207 M + 200v172 At 
Na — N, 


让 确定 月 收入 的 数量 及 免 缴 的 年 保费 数量 (假设 支付 连续 ) . 
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第 十 二 章 ”多重 生命 续 论 


921 4) & 


在 第 六 童 里 ， 我 们 定义 了 连 生 状 况 与 最 后 生存 者 状况 ， 并 将 
这 些 状况 的 消亡 时 间 ( 剩余 寿命 ) 随机 变量 用 单个 生命 的 剩余 寿 
命 来 表示 。 为 此 ， 对 第 一 至 第 三 章 的 概念 加 以 推广 记得 出 只 涉及 
两 个 生命 的 状况 的 精算 困 数 。 在 两 个 生命 的 剩余 寿 俞 相互 独立 的 
概 设 下 ， 多 重生 命 的 精算 函数 可 用 单个 生命 的 区 数 来 表达 ， 从 而 
使 得 利用 现成 的 涉及 单 重生 命 的 生命 表 成 为 可 能 。 有 关 的 概率 ， 
年 金 与 保险 , 与 两 个 生命 的 琵 亡 次 序 相 关 的 顺 位 晴 数 已 在 第 六 芭 
里 作 了 讨论 。 

这 一 意 要 将 这 些 内 容 推 1 则 多 于 两 个 生命 的 情形 ， 事 实 上 
在 多 于 两 个 生命 的 场合 ， 生 存 状 况 概念 可 以 一 般 化 { 见 $312.2 与 
812.3) 。 以 这 些 男 数 的 数值 计算 作为 最 终 目 标 ， 定 理 12.2.1 a] A 
来 只 根据 连 生 状况 的 生存 函数 来 表示 这 些 一 般 状 况 的 生存 函数 。 
ARMA APH. KEES RRA EAT REE 
概率 的 乘积 求 得 . 定理 12.2.1 是 在 所 谓 的 包含 -排斥 方法 中 使 用 
的 概率 论 一 般 定 理 的 一 种 形式 。 顺 位 概 宗 与 函数 也 被 推广 到 多 于 
两 个 生命 的 情形 ， 并 且 在 812.6 中 还 讨论 了 在 退休 计划 中 作为 退 
休 后 死亡 受 盖 提供 的 继承 年 爹 。 第 四 与 第 五 章 里 的 年 保费 模型 也 
在 812.7 中 对 名 重 生命 状况 的 讨论 中 有 所 发 展 。 


812.2 更 一 般 状 况 


‘dG ， 


(k-survivor status) 当 其 中 至 少 有 下 个 全 活着 时 状 沉 存在， 而 当 
第 1m 一 上 十 1 个 死亡 时 状况 消 志 。 至 少 上 个 生 竹 玫 闫 议 记 为 


( : ) 
gano te Len J 


该 状况 至 少 存 在 土 年 的 概率 为 woe, 等 等 。 上 二 1 时 就 是 第 
六 章 讨 论 的 最 后 生存 者 状况 , 在 记号 中 可 省 略 ; k= mm 时 则 成 为 
连 生 状况 ; k=O 时 成 为 永久 状况 {是 确定 的 状况 ) 。 至 少 上 个 
生存 者 状况 的 剩余 寿命 是 m 个 寿 俞 T(z1),…,T(zxm) 的 第 天 个 
最 大 者 。 与 第 一 及 第 六 章 的 剩余 寿命 (消亡 时 间 ) 相似 ， 至 少 天 个 
生存 者 状况 的 剩余 寿命 是 从 一 个 确定 的 起 始 时 刻 到 一 个 随机 的 化 
止 时 刻 状况 存在 所 经 历 的 时 间 。 关 于 至 少 天 个 生存 者 状况 的 生存 





TE ae Be fe Dir A EL Ek oi le BA 
Q 
i= | vi Dea Me ee (tet. (12.2.2) 
U 


为 了 分 析 上 的 需要 ,可 引入 新 的 一 类 状况 : 当 om BE ar (21).(22), 
9 (Em) 中 正好 有 k ih a EE, MEE CI ET G ER 
亡 ， 这 种 状况 称 为 恰好 k AE A AR A(|k|-deferred survivor 


I 14 p + + u l 


这 类 状况 与 以 往 的 有 所 不 同 ， 起 初 状况 并 不 存在 {k < mm), 当 第 
m 一 上 个 生命 死亡 时 开始 存在 ， 而 当 第 m 一 大 十 1 全 生命 死亡 时 
状况 消亡 。 这 是 一 种 (随机 ) BERR. k=m 时 与 至 少 m 个 生 
在 者 状况 一 致 ， 天 = 0 时 则 成 为 从 第 m 个 生命 死亡 时 起 永久 在 
在 的 状况 。 | 

警 如 对 于 玉 < m, po È m Pew PA kM 
EARDER, Et=0 时 不 等 于 1, 这 就 不 符合 第 一 章 里 对 生存 
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ARER, Hk=0,4t> oo 时 poy BTL 也 与 第 一 
SETRA., Eh BA k 个 生存 者 状况 的 存在 时 期 并 趟 
等 回 于 从 初始 时 刻 至 消亡 的 时 期 、 这 意味 着 对 这 种 状况 的 年 多 
受益 必须 小 心 定义 。 精 算 现 值 为 -5 一 的 年 金 定义 为 在 恰好 
个 生存 几 状 况 的 未 来 存续 期 内 的 连续 支付 ， 因 而 它 是 -个 具有 
LSE MEMES. 由 于 恰好 名 个 生存 者 的 消亡 时 间 等 十 至 
少 天 个 生存 者 状况 的 消亡 时 间 ， 基 于 前 者 的 保险 受益 本 质 上 乃 应 
用 至 少 炎 个 生存 者 状况 。 

i) 12.2.1: 某 种 在 (wh (x), (9) 与 (z) 中 任何 一 个 活着 时 连 
妹 支 付 的 年 爹 ， 在 每 个 死亡 发 生 时 年 支付 率 减少 50% . BEM 
始 年 受益 率 为 1) 用 aM k= 1,2,3,4 表示 这 个 年 金 的 精算 现 
值 。 








ee: FAS PBA 
~ 4,1, pitt, 2,i, _U 
(iT +3 9 ATESTE $= 4 Camry Garye 十 g wEye : 


这 个 年 金 将 在 例 12.2.2 中 继续 讨论 (定理 12.2.1 之 后 ) 。 
在 第 六 章 里 ， 最 后 生存 者 状况 的 概率 及 有 关 精 算 现 值 可 用 单 
重 及 连 生 状况 的 相应 明 数 来 表达 。 以 下 定理 有 晤 于 对 一 般 至 少 攻 
个 生存 者 状 襄 得 出 同样 先 幸 
定理 12.2.1: 设 B; = 2 tap, thy tk, ? 和 式 中 ki, kze, ki 
we 1,2,---.m ARA 7 PAS. 那么 对 任意 实数 c0, Clt Cm 
AX AP. _ m 
YS cnp sa = co 十 $ A cot B;, (12.2.3) 
j=0 j=l 
其 中 AcE = Chyl — Ch, ÅA Ch = Achy, — ÅCk tt. 
证 : 设 A; = {T{a,) > th= 1,2,---,m, 则 Poa 是 
am SSSA TREN. AAG AOS A; 的 指示 
aps, Bl: 当 样 本 点 在 AS 中 时 AX; = 1, hE A; PRX; =0, 
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1B; 一 D ti Big em, = > Pr{ Aj, Aig ++ Ai] 
EL stay yy 和 
一 2 ElXi, Xa Xi]. 
Hatz si 
FABER TE=1+4 的 函数 ， 定 义 算 子 
OE) = (1+ XA XA) (+ XpA) 


(XE +1-— XW Xo H+ I — Xa) vas (XmE + I — Xm). 


| 


上 式 在 端的 第 了 个 因子 当 X; =1 mA By X; = 0 时 为 1, 于 
是 
OF) = Yo + YE + oR? + + Yn E”, 


其 中 ， 指 示 变 量 Y 当 样 本 点 恰好 在 m 个 事件 A1, An An E 
的 了 个 之 中 时 为 1 在 其 它 样本 点 上 为 0, 显然 EY = Pell 
CRATE) KEE 作用 于 co 的 结果 是 cj, 因此 有 


HE co = Yo + aY +--+ + emY,, 
期 望 值 为 
CO Param 二 CUP to + Cmte lt 
万 一 方面 ， 显 然 有 
(Ejo = (1+ Xj A)(1+ XA) (14+ Xi Adeg 


aot soe Y Xi, Xin Xi AZeg, 


=I hta, uty 


期 望 值 为 
ce0 + D Bil co 


j=l 
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所 以 





yip sr UL = eg + SB Asoo. 


y= j=l 


定理 12.2.1 也 适用 于 剩余 寿命 随机 变量 相关 的 生命 , 但 在 应 
用 中 我 们 将 假定 各 生命 的 剩余 寿命 相互 独立 ， 从 而 By 中 的 项 是 


Ay ths AE FE EB BY RAR 
例 12.2.2: 将 例 1221 中 年 金 精算 值 用 单 重 与 连 生 状况 的 年 


金 精 算 现 值 来 表达 。 
解 : 精算 现 值 为 


4 
5 1 
| vy (5) Í poga dt. 
0 党 





其 中 系数 及 其 差分 如 下 : 


j Ac; A a Ave; A's; 
0 0 1/8 1/8 0 

1 1/8 1/8 a 1/8 — 
2 1/4 1/4 1/4 一 - 一 
3 1/2 2 — 一 一 
4 1 一 一 一 - 一 





于 是 积分 等 于 


oo! 1 l 
| v'(—.By, + =,B3)dt = < (üu ~ Gz + Gy + a) 
0 8 R SB 


l _ DS 一 
+ (Guay + Gaya + Gaga z 十 Fryz). 


这 种 表达 式 可 通过 将 最 后 形式 解释 为 年 金 组 合 而 检验 其 合 
性 ， 在 任何 可 能 的 情形 ， 将 
例如 ， 查 以 上 例子 中 ， 原 年 金 开始 时 支付 率 为 1, 而 最 后 形式 相当 
FERRA 1/8 的 4 个 单 重生 命 与 4 个 连 生 年 金 的 组 合 ; 在 第 
1 个 与 第 2 个 死亡 之 间 ， 原 年 金 支 付 率 为 1/2, 而 3 TREE 
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年 多 与 1 个 连年 年金 侣 起 来 也 提供 相当 的 支付 率 ; 在 其 它 情形 的 
之 什 率 可 按 类 和 似 的 方式 进行 比较 。 
推论 12.2.1: 
wa ) B22 
jak 


证 : 在 定理 12.2.1 中 ， 置 ce ley =O 7 Ak. Wik c, 


Aveo =(B—1Pea=(-ay-*( i), J=k,k +l,- m. 


网 12.2.3: 对 于 当 5 个 生命 中 恰好 有 3 个 活着 时 每 年 连续 支 
付 1 的 年 金 ， 用 连 生 年 金 的 精算 现 信 表 达 该 年 金 的 精算 现 信 . 
解 : 用 第 三 章 的 公式 及 (12.2.4), 可 得 


_ 13] 


Cia al 
HTPC ws D rE EE 


| 


oO 
f vil Ba — d4 Ba + 10B; di 


= Be raat 十 tirita + Fy Fi 8 个 三 重生 命 连 生年 金 悄 
AG rza + Oz congas + 7 3 个 四 重 连 生 年 金 值 ) 


Hüte, T2 gq th: 


HURRA 
k 一 
PR Sym 一 >》 Paarl, (12.2.5) 
jak 


可 得 出 以 下 推论 。 
推论 12.2,2: 对 任意 实数 dg, dı, O! -sms AMG SE. 


tre 1 m - 
> dit Pe = dg + > AP" dB; (12.2.6) 
了 了 一心 j=l 


证 : 根据 (12.2.5), 我 们 从 


hoy i 
> 中 PR 一 >》 > Ci 有 和 
= h= =h 
Fih, ERRAT A 5 
> i i 
>, dj Praag = >O dh Poses 


j=0 j=0 h=0 





i 
其 中 ， 如 定义 cj = Y dp 7 =0,1,---,m, WAR (12.2.3) 的 形 
h=0 


Tko 对 这 些 Cc, cg = do, Ac; 一 ditl, J =O, f, m Í a 于 是 
Alco = ATH Aco) = AT id, j = 1,2, ,Mm 由 (12.2.3), 可 得 


TTL TTL 
> Pages = do + AM de By. 


j=0 j=l 
推论 12.2.2 可 用 于 以 连 生 与 单 重 生命 的 生生 函数 表达 至少 此 
小 生存 者 状况 的 生 丰 函数 。 
Hit 12.2.3; 
ko} —ay-k{ j7! | 
Parama = 2 1} | bh] ) ay (12.2.7) 


证 : 在 推论 12.2.2 中 , Bde = ld) = 0,7 Ak. HR 


we d, AIh = (E — 1d, = (-1 | ei 时 和 


kk +1,-+-,m o 
由 (12.2.7) PER RMN RIAK, SSE ki 
生存 省 状况 剩余 寿命 了 的 概率 密度 函数 的 … 个 平行 表达 式 : 


frit) 


d k 
zU ~ Poa) 


S (1y * | 7 - 1 | (-.B;). (12.2.8) 


j= 


|l 


= 39> 


依赖 于 T 的 一 组 支付 现 值 的 精算 现 值 及 其 它 概率 分 布 特征 
可 用 (12.2.7) Be (12.2 .8) 决定 , 在 这 中 间 将 使 用 BY 是 mn 个 生 
MHG TI- 连 生 状况 的 剩余 寿命 概率 密度 函数 之 和 的 事实 ， 

GY 12.2.4: 用 连 生 及 单 重生 命 函 数 表示 3 个 生命 的 最 后 生存 
者 状况 前 (1) 生存 函数 ， (2) ET), (3) Elaz], 
其 中 了 工 是 3 个 生命 的 最 后 生存 者 状况 的 剩余 寿命 ， 

R: (1) 根据 (12.2.5), 可 得 


3 。 
， 一 二 
Peirats 一 S (-1) ! ( 7 0 tB; = 4B, 一 Ba + B3 
j=1 
一 (tPs; + Pz. 十 {Des ) 一 (Pria -} Peir 十 (Pron, ) + tPr) Toga" 
(2) 类 似 地 利用 (12.2.8) 可 得 


Azra = Ely") = f v'(-1)(,B", 一 B's + .B'3)dé 


= Ax, 十 Az + Ag, ~ (Aza, + Aza 十 dns) 


(3) 用 而 RR oT, 可 得 


az rors 一 Ear | 一 Gz, Hary Taz, 一 (Gelas Farir Harira ) targes ' 





对 一 般 状况 ,也 成 立 oT +a = 1, RATA Ag + 
fazam = 1 APS A -— A a . 

通过 对 (12.2.6) 两 端 求 导 ， 可 推广 有 关 的 概率 密度 函数 关系 
A, MATE m 个 生命 每 个 死亡 时 支付 受益 的 保险 ， 

Pl 12.2.5: 考虑 有 关 (z) (u) 与 (2) 的 保险 ， 在 第 1 个 死亡 时 
支付 十 在 第 2 个 死亡 时 支付 2, 在 第 3 个 死亡 时 支付 3 。 用 单 重 
二 售 及 连 生 状况 单位 保 额 保险 的 净 意 缴 保费 表示 该 保险 的 净 丰 颖 
保费 。 
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解 : f(t) 是 至 少 了 个 生存 者 状况 剩余 寿命 的 概率 密度 元 
He, BORE RA 


人 v [1 fa(t) + 2felt) + 3A(¢)|de 


按 (12.2.6) 的 记号 有 : 


j d Ad, Ad, A¥d, 

0 0 3 —4 4 

1 J 一 二 0 -一 

2 2 -1 一 一 

3 1 一 一 = 
于 是 净 香 缴 保 费 成 为 


me, 
| v'(—1)(3:B'1 — +B’ a)dt 
q 
= 3(A, + Ay + Az) — (Axy + Azz + Ayz). 


12.3 ZORA 
Eth, RT HRN ED EPERARRRERTE 
命 的 各 种 状况 。 另 一 些 状况 可 通过 复合 来 确定 。 复 合 装 况 {compound 
status) 是 由 许多 状况 组 合 赵 来 的 状况 ,其 中 至 少 有 一 个 状况 涉及 
多 于 一 个 的 生命 。 下 面 在 例 12.3.1 中 考察 某 些 可 能 的 情况 。 
fl 12.3.1: 描述 与 以 下 精算 现 值 与 净利 缴 保 费 相 对 应 的 年 多 
与 保险 的 交付 条 件 。 


(1) Qwz:yz ‘yee (2) Gs Ci (yz) (3) Kee 


(4) A wry: (5) A (wari(yz)” (6) A 


解 : (1) 年 金 在 (w) 与 {z} 至 少 有 1 个 活着 ， 并 且 ly) 与 (2) 
至 少 有 1 个 活着 的 情况 下 以 年 率 1 REREH 因此 ， 当 其 中 
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有 3 个 或 直 个 活着 时 ， 或 者 当 遇 个 活着 并 且 其 中 工 个 来 自 (w) 与 
(r) 而 另 1 个 米 白 (Y) 与 【z) 时 ， 年金 提供 支付 。 

(2) 当 4 个 人 中 至 少 有 2 个 活着 时 ， 或 者 当 只 有 1 个 活着 并 
HÆ (w) (x) 中 的 工 个 时 ， 年 金 按 支 付 率 1 提供 连续 支付 。 

(3) 当 (zx) BRAM n 年 内 时 ， 或 者 当 (y) 与 【z) 都 活 
着 并 且 尚 在 m 年 内 时 ， 年 金 按 年 率 1 提供 连续 支付 。 

(4) 1 单位 保 额 在 (y) 第 1 个 死亡 或 (2) 第 1 个 死 时 即刻 去 
付 ， 在 其 它 情况 下 (第 1 个 死 的 是 lw) 或 (x)), 在 第 2 个 死亡 之 
时 即刻 支付 。 

(5) 在 前 2 个 死亡 者 LPH (Ww) 与 (x) 这 :对 而 另 1 个 
出 自 Cy) S (2) BW. EB 2 个 死亡 之 时 即刻 支付 1 OE 
客 ， 否 则 的 话 (前 2 个 死者 出 自 间 一 对 ) , 在 第 3 个 死亡 之 时 支付 
1 单位 。 

(6) 一 单位 保 额 只 有 在 (yh (2) 以 及 (w) 与 (x) 中 的 1 个 都 
死 后 才 支 付 ， MV, MER AIOE (w)R (2), 那么 在 第 
3 个 人 死亡 时 即刻 支付 , 否则 的 话 在 第 4 个 人 (最 后 1 A) 死亡 时 
即刻 支付 。 

在 应 用 中 ， 这 些 精算 现 值 或 净 有 至 缴 保 费 的 数值 计算 大 多 通过 
败 单 重生 命 及 连 生 状况 的 有 关 函 数 嘎 示 而 获得 。 第 六 童 里 有 关 
Tay), T(zy), T(x), Ty) 之 间 的 关系 式 以 及 K{ry), KT), 
K(x), Ky) 之 间 的 关系 式 对 一 般 状 况 也 成 立 。 辟 如 ， 


yi (ur) y gy Flue} — pP) 4 yt) (12.3.1) 


利用 例 12.3.1 中 的 部 分 内 容 ， 我 们 来 说 明 使 用 (12.3.1) 及 类 似 等 
式 的 过 程 。 首 先 考虑 (5)， 


AGO 林 一 Aue 十 oz — Awwys 


这 里 (u) = (wa), (v) = fyz) 。 A(wa):(y2) 之 所 以 能 写成 Aweys 
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的 根据 是 
min{min|T (wv), T{<)}, min[T(y), T) 
= min[T{w), T (z). Tly), T (2)]. (12.3.2) 
关于 例 12.3.1 中 (3) 有 
Gay) 二 Gam 十 Cyriin, 一 Ceyz 滞 | 
这 里 设 寻 过 吕 ， 其 中 最 后 一 项 的 根据 是 
min|Z'(r), T(y), T(z), T(m), Pm) 
= min(T (x), T(y), T(z), T()]. 
对 例 12.3.1 中 的 其 它 情形 ， 需 要 使 用 其 它 关 系 式 。 对 于 (1)， 
一 Eaz], (12.3.3) 


其 中 


my 
| 


min|T'(w#), T(yz)| 
min{max[T (w), T(x), max(T(y), T(z)]}. 
对 这 个 随机 变量 ， 象 (12.3.2) 那样 的 简单 答案 并 不 存在 。 为 此 ， 
先 假定 T(wr) 与 T2) 独立 并 考察 工 HETK a(+) 。 于是， 
在 独立 情况 下 有 
s(t) = Pr{f >t] = Pr{min{[T (wz), T2] > t} 

= PriT (wr) > t, TF?) >t] 

= Pr{T(w@z) > t]Pr[T(yz) >t] 

= Porty (12.3.4) 

= (Pw 十 tpo — tPwxz Py + iP: — :pyz) 

= Pwy T thwz + thry + tPez — tPwyz — tpPavs 
—tPway — tPwrz T tPwayz: 
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由 此 可 得 


ox 
— t 
tary = J v's(t)dt 
0 
= Quy + Gye + Ory + Ezz — Guyz 一 ryz 一 Ory 


—üwgz + Cprys: (12.3.5) 


我 们 回 到 (12.3.4), 并 说 明 随机 变量 的 一 个 平行 的 关系 式 在 
没有 独立 性 的 假设 下 成 立 。 我 们 从 以 下 断言 开始 ; 对 所 有 的 可 能 
情况 都 成 立 

P(we: yz) = T(wy) + Tlwz)+ T(ry) + T(2z) 
—T(wyz) ~ T (xyz) — T(wey) 
—L(w2z) + T(weyz). (12.3.6) 


各 种 可 能 的 情况 可 按照 (ews), T(z) Ty), T(z) 的 次 序 妇 结 起 来 ， 
总 共有 24 个 互 不 相 容 的 事件 。 由 于 以 上 断言 关于 也 G@ruky 
与 之 是 对 称 的 ， 这 样 只 有 6 种 不 同 的 可 能 情况 需要 验证 。 和 譬如 当 
T(w) < T(z) < Tiy) < T(z) 时 ，(12.3.6) 左 端 为 Tw : yz) = 
T(x), 右 端 逐 项 相 加 为 


Tw) + T(w) + T(x) + T(x) 一 Tw) — T(x) — T(w) 
—P(w) + Tw) = Tia), 


爽 者 相等 。 其 它 情 况 可 按 向 样 方式 得 到 验证 . 
与 (12.3.6) 站 行 的 年 金 等 式 可 通过 类 似 的 推理 建立 ， 于 是 


“THER To + TEED + TH + FAD 


— 





一 0 ETES ~ CT E aes + dry 
(12.3.7) 


在 这 个 表达 式 两 边 取 期 望 值 就 得 出 (12.3.5) 。 
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= Pop ~F Fl 


这 里 强调 -下 独立 性 假设 的 两 个 方面 。 在 建立 (12.3.7) 以 及 
Ay (12.3.7) 取 期 望 值 导出 (12.3.5) 时 并 未 使 用 独立 性 假设 。 然 
而 ， 为 了 从 单位 生命 的 生命 表 获 得 连 生 状况 的 沙 数 ， 确 实 为 方 使 
而 假定 个 体 的 剩余 寿命 相互 独立 。 


§12.4 ”项 位 概率 与 保险 


这 一 - 忆 将 第 六 章 的 响 位 函数 概念 推广 到 2 个 生命 以 上 的 塌 
合 。 我 们 从 押 求 概率 或 净利 缴 保 费 的 积分 表达 式 出 发 ， 然 后 改写 
成 用 基于 第 1 个 死亡 ( 先 死 ) 的 概率 或 净 在 缴 保 费 来 表示 的 形式 。 
这 样 贺 有 可 能 利用 第 六 章 最 后 一 节 的 技巧 完成 计算 .在 任何 场合 ， 
ae AY 4% FA Be (8 HK 5} Fk 

为 得 出 概率 的 积分 表达 式 ， 我 们 将 使 用 


Pr(A) = j Pr(AIT = 8) fr(t)dt, (12.4.1) 
其 中 本 通常 是 某 个 生命 的 死亡 时 间 ，。 
例 12.4.1 用 先 死 的 顺 位 函数 表示 duet. 


解 : AA ARM a) 在 四 人 中 第 2 RESELL En 年 
AXP aH, HA 


ntur = | PrlAlT(y) = thpystysede 
MEE L(y) S Pw), P(x), T(z) 独立 ， 则 
Pr[AlT(y) =t =p ten, 
于 是 根据 推论 12.21 得 


Ti 
2 2 
ndwryz = f Pace 'Pyhy+idt 


f GB, 一 3tBa)pytiyisdt 
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= f (Pwr F Pws + Prz 一 StPwor jtpy lyridt 
一 hua 十 n dy + nays 加 Bn Quays: 


612.41 最 后 与 以 前 结果 相似 的 表达 式 没 有 用 到 独立 性 候 
设 ， 这 表明 独立 性 假设 并 非 必 要 。 在 习题 18 及 40 中 的 务 一 一 些 扒 
寻 也 表明 确实 如 此 。 

类 似 地 可 得 出 顺 位 保险 的 净 夏 缴 保 费 ， 


F(Z] = f i EIZIT = t fr (tdt. (12.4.2) 


例 12.4.2: 仅仅 用 先 死 顺 位 保险 的 净 至 织 保 费 表示 A? 。 

解 : 设 Z 是 保险 受益 在 投保 时 的 现 信 随 机 变量 。 鉴于 保 答 在 
(y) 死亡 之 时 支付 受益 ,选择 T(y) 在 (12.4.2) 的 条 件 期 望 中 起 下 
的 作用 。 当 (y) 死 于 时 间 上 时 ， 只 有 在 那 时 (w), (e) 中 怡 好 有 一 
个 活着 时 才 支 付 受益 1, 于 是 


E[Z|T(y) = t] = vtip l}, 


uu 


vy = Bl2]= f° BZIP) = ergy edt 


< 1 
/ vip i py by ddl 


oe 
= f ve Bi 一 2Bajip ved 
1 


wry" 


= A,, +A,,—2A 


812.5 AWE ee 


这 一 节 中 函数 与 上 一 节 的 有 所 不 同 ， 死 亡 受 益 也 决定 于 支付 
受益 时 发 生 的 死亡 之 前 的 死亡 次 序 ， 这 些 死亡 次 序 用 放 在 有 有 关 生 
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命 的 符号 之 下 的 数字 来 表示 。 我 们 先 考 察 以 下 几 个 符号 ， 并 注意 
记号 中 的 可 能 差别 。 

如 nle ER (y) 第 2 个 死 于 nn 年 内 面 且 第 一 个 死者 为 (x) 
的 概率 ， 相 应 的 事 怕 为 了 T(x) < Ply) < min(T(z).n). R-TbH 
号 al 涉及 到 的 3 个 死亡 顺序 丰 同 ， 所 不 同 的 是 第 3 个 死亡 于 
n 年 内 ， 相 应 事 忻 为 T(x) < Ty) <Tle)<n, 不 过 记号 nhay 
与 后 者 含义 相同 ， 都 表示 (z) 第 3 个 死 并 死 于 nn 年 内 而 且 第 1 个 
死者 为 (SME 2 个 死者 为 (V) 的 概率 。 这 类 函数 称 为 LOM 
位 函数 ( compound contingent function). 

fl 12.5.1: 对 于 (w), (z), (y) (2) 按 这 个 次 序 死亡 ， 并 且 (w) 
与 (2) 的 死亡 同 隔 短 于 10 年 ， (z) 与 (y) 的 死亡 间隔 短 于 5 年 
这 一 事件 ， 于 出 概率 表达 式 。 

ff: 首先 运用 (12.4.1) 的 一 个 多 元 形式 确定 事件 


| | 
A= T(z)— T(w) < 10 , (12.5.1) 
T(y)—T{z}<5 


选择 了 (tw), 了 (xz) 作为 条 件 ， 这 是 因为 它们 包含 在 Tly) 与 T(z) 
的 上 下 界 中 。 于 是 


Pr(A) = | f PHAT) =r) n (Tle) = silglr, s)dsdr, 
(12.5.2) 
其 中 g(r, s) & Tw) 5 T (2) 的 联合 概率 密度 函数 。Pr[4|(TUo) = 
r)(T(x) = s) SF Pr[A*], 其 中 


AY = r<s<Tly) <T{z) <r+10 
E Ty) < s+ l 


WRH Tòr) = 8 H Tiw) =r RETF T) 5 T(z) 的 条 件 分 布 
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WR. 这 样 Pr(A™) 可 在 随机 变量 Ty) 与 T(4) 的 样本 空间 中 表 
不 。 两 种 情况 在 图 12.5.1 中 给 出 。 


T(z) = 4 3 T(z) = u rt3<as< 7+ 10 


r+ 10 


r+5 





图 12.51 te (Ajs <r +5 情形 {(B):r+S<s<rt+10 


将 Tie) =s A T(w) =1 条 件 下 T(y) 与 T(z) 的 条 件 概率 
ER BIA Alt, u), WA 


pee THO h(t, uldudt ras <r+5 
+ O OO r+10 rr 十 二 
Pr(A*) = I f hit u)dudt r+5<s<r+10 
5 > 了 十 10 或 8 <r. 


代入 (12.5.2) 得 


oo Frio pats Pr 二 10 
f f f f h(t, wlg(r, s\dudtdedr 
t 
co pr+iù pr+iů pr+1g 
+f / f f h{t, u)g(r, s\dudtdsdr. 
5 i 
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在 剩余 寿命 相互 独立 的 条 件 下 ， 被 积 函 数 可 用 
rPwhw+rsP2 rt stPy byttuPs: rtu 

取代 。 

下 面 尊 虑 可 用 单 重 积 分 表示 的 若干 复合 顺 位 概率 。 首 先 应 用 
(12.4.1) 得 出 -个 概率 的 各 种 等 价 形式 。 

例 12.5.2: 写 出 nga 的 三 种 不 同 的 积分 公式 ， 并 将 其 中 的 
一 个 化 成 只 依赖 于 第 一 个 死亡 的 概率 图 数 。 

@:. 这 里 A={Tle) < Tig) <TH) <n}. RNR 
余 寿 命 作为 条 件 瑟 出 3 种 积分 公式 : 


neue = Í Pr|AlT (x) = thiPrHe+tdt, 
1 


由 
0 t 
Pr[A|T (x) = #] = » ,7 
tPyz n—tdytt:z+t i 
得 Ti 
nies =| (Pyzn—t%y4tir4 ttP afta eat. 
1 
ELL A 
3 ta 
neg =f PAIT) = tiputti 
-= f tGetPzn— tG2+ttPyfy+edi. 
pa 


nays PrlAiT (2) = thepeperyeat 


| tlet Pz Hz 二 ia， 
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第 二 个 积分 公式 可 按 以 下 途径 用 先 死 概 率 来 表示 : 
ngzyz = / (1 — ipa) (ps — nPz)ePybyrret 
1 


1 i 
一 niiz 7 nGryz 5 nPzlndy _ nary). 


例 12.5.3: Bt nguwz3z 的 表达 式 。 
解 : 相应 的 事件 为 


A ={T(w) < T(x) < Tly) < T(z) AT (y) < nf, 
于 是 


ndur ys = J Pr[AiT(y) 一 芭 jzPyHs+ttt 


j tl tat DyHyttdt 


Tt 
| (tqs 一 Drie tPetPy ty -reat 


— ndys — nInye -j turt Pat Py ly dt. 
在 这 一 节 的 例子 中 应 用 (12.4.1) 时 ， 我 们 使 用 了 剩余 寿命 独 
立 的 假设 来 写 出 被 积 项 中 的 因子 。 现 在 考虑 在 对 每 个 涉及 到 的 生 
命 司 用 单 重 Gompertz 死亡 律 时 这 些 复 合 顺 位 概率 的 数 恒 求解 。 
例 12.5.4: 在 Gompertz 死亡 律 之 下 ,证 骨 
ows yz 一 oo Twnyz fryz 7 00 Fy" 
解 ; 在 (12.5.3) 4 n co 得 


ox 
oo fea ys 一 | {GustPy2co Uy tt:2-4ttPalte ede. (12.5.4) 
i? 
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在 第 六 章 的 例子 中 曾经 证 明 ， 在 Gompertz 死亡 律 之 下 成 立 


T 


i C 
ndry = Tu EW 


(12.5.5) 


其 中 c = +A , 将 这 个 公式 用 于 (12.5.4) 被 积 函 数 中 的 


1 4 
DO Pptp? 可 得 


3 OD pytt 
= a r ilwiPyztP edt 
wwr yz j eutt 十 ett Gut Pyzt Ps Ht 


_ c” 1 _ 1 
7 cY- ez (oo gzyz oduryz): 


公式 (12.5.5) 可 推广 利多 于 两 个 生命 的 情形 ， 用 于 以 上 表达 本 可 
得 


=- -L 2- E 
Stegu ee ett Mt Late 
, ce a ch 
= lolala zaga z) 
C ret +e + et eT- e e e 
1 
一 o lioryz oo Vx yz 00 Guz " 
812.6 ”继承 年 金 


继承 千金 (reversionary annuity) 为 在 一 种 状况 (vy) 消亡 后 ， 
而 为 一 种 状况 (u) FE EE MD FR Oe Ot, EAR EA 
年 金 精算 现 值 记 为 Tou. WE (v) ZEN, BARES 
Bh AD (u) 的 延期 生存 年 金 ; 如 果 (u) 是 确定 的 斯 限 ， 那么 继承 
年 金成 为 家 庭 收 入 保险 。 

GRE {2) 死亡 之 后 向 (V) 按 年 率 1 连续 支付 的 年 金 ， 在 时 
le] O py BE A 

Z- | Tora- Tle) < Ty) 
Ü 


Pa)>Ty). PSD 


于 是 对 独立 剩余 寿命 ， 年 金 的 精算 现 值 为 | 
üs = E[Z] = f! i | tsis PyHytstpa lr+tdsdt 
= f j vpyl | j Gs thytthytsds pe izttdt (12.6.2) 
= j 7 U' Py Gy 4itPz Hrttdt. 


最 后 一 个 表达 式 具 有 (12.42) 以 T(z) 为 条 件 的 形式 。 
式 (12.6.1) 可 改写 成 


Z= | Gry, re T) ST) 


0 T(x) > T(y) 
DE- 
Z = aTi STi) T(x) < T(y) 
QT 7 ary T(z) > T(y), 
这 天明 
a= OFF E UTi (12.6.3) 
由 (12.6.3) 可 得 
Gey = E[Z] = Elar] — Blaze] = Ty- Gey (12.6.4) 


用 当期 支付 技巧 可 得 
Galy = | ut py (1 — Pa jdt = Gy — Gay. 
这 两 个 公式 对 一 般 状 况 (u) 与 (v ERY. EW 


Qe Fly 一 By 一 Gey: 
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Q5zy[z = az 一 azy:.2 = üz 一 Gaz 一 Oy: 十 Bpyz- 


在 以 上 例子 中 ， 确 定 的 期 根 从 时 间 0 开始 计算 。 对 于 在 (2) 
死亡 之 后 同 g) 支付 n 年 定期 年 金 的 继承 年 金 ， 确定 的 期 限 是 
(PEHL) 递 延 的 状况 ， 因 此 我 们 从 最 基本 的 原理 出 发 。 在 年 金 签 音 
时 的 现 值 为 


0 Ty) < Tle) 
Z= wt aa Tie) < Fly) < T(z)+n 
vi ae Ply) > P(x) t+n. 
Kafe T(z) =t 2A (12.4.2), T5 UREN i 
EIZ] = f EIZITE) = tpspardt 


Oo 
= f tpyv lypi Pohe rede. (12.6.5) 


将 t+n i 
Cyt tim =| v“ s—-tPy+ids 


代入 (12.6.5) 可 得 
oo oettnh 
EZ =| j V” spyipriizttdsdt. 
接 下 去 父 换 积分 次 序 ， 
nm Ps OC ps 
BZ] = f f VŽ a PytPritzyedtds +f f U" sPytDzjte+idtds 
t} STL 
Tt He 
一 f V «Py (I 7 sPz jds 十 J V’ sPy(s—nPx ~ sPx ds (12.6.6) 
= Aym ~ Gry + 2 nPyGaytn 一 V nPayFetnytn- 


HA (12.6.6) 是 这 个 精算 现 值 的 当期 支付 形式 ， 
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在 实 成 中 年 金 是 按 离散 基础 支付 的 ， 这 就 需要 区 分 支付 期 基 
TÈ AMM RAS RT ET SARWAN RY. ARH: 
fees Lim TEF” . EOP See A REFE K A 
求解 的 表达 式 。 对 两 个 状况 (to) 与 (v), (12.6.3) € (12.6.4) 可 收 
改 后 用 在 年 付 mm 次 情形 ， 


gh) a a g, (12.6.7) 
WE (u) 及 uv) 的 消亡 时 间 在 每 一 年 都 均 名 分布， 那么 


a. = fo{m)ay — B(m)] ~ [a(m)éue ~ Bim) 
= a(mja, ,- (12.6.8) 


ij 12.6.1: 用 day 与 Goly 分 别 表 示 (1) aU” Baba a 
O (DRTE) 在 每 一 年 龄 中 均 名 分布， 且 T(zy) 在 每 一 处 中 
近似 于 均匀 分布， 根据 (12.6.8) 可 得 


d2) 


“rly 


= a(12)ay), 


(2) 由 于 ya: m) 的 消亡 时 间 在 第 nn 年 并 不 是 均 名 分 布 的 ， 
我 们 不 能 对 第 二 个 年 金 使 用 (12.6.8) 。 为 此 重新 考察 (12.6.8) 的 
ib HE. 
»(12} — #(12) — = (212) 


rry ay, — Aya: 


jo(12)ay — G(12)] — [a(42)dyery — 6(12)(1 — n Fey) 
a(12\a Gzy 一 B(12), Bey 


对 于 支付 期 基于 死亡 日 期 的 继承 年 金 ， 只 得 诉 诸 最 基本 的 原 
He. we 2 EE (ce) 死亡 日 开始 向 y) 支付 的 年 付 m 次 期 初 年 金 
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的 现 值 戎 机 变量 ， 我 们 有 
ayy = E[Z)= f EZITE) = theses 


| 


| 


C ELY 
v t(PyO,+1tPs La ett. 
0 


运用 第 三 章 中 的 有 关 等 式 可 与 出 











EYE 
è alr) pm _ § 
s(n) = SE (00) - Blm) = gaye (209) 
可 得 出 
a 一 om U Py Qy+ttPelnpedt + e(m) f U ePytPrbtatedt 
atm) _ _ 一 | 
一 aloo) oy — Gay) + e(mAy, | 
= afm)agy + ¢(m)Agy. (12.6.10) 


612.7 FRRSTEASE 


这 一 节 考察 本 章 保险 的 责任 准备 金 。 与 第 四 章 一 样 ， 净 (年 ) 
保费 根据 平衡 原理 确定 ， 净 保费 责任 准备 金 则 根据 前 眶 法 作为 在 
生存 到 所 考虑 时 间 的 条 件 下 未 来 村 损 的 条 件 期 望 全 ，。 

保险 缴 付 期 不 应 晚 于 理赔 支付 的 时 间 ， 如 在 上 顺 位 保险 情形 ， 
在 已 经 可 以 断定 不 会 有 理赔 支付 的 时 候 ， 缴 费 即 应 停止 。 当 然 绍 
费 期 始终 可 以 更 十。 

在 先 死 赔付 的 保险 情形 ， 保 费 内 有 当 所 有 人 都 活着 时 才 可 能 
Sit. 根据 平衡 原理 ， 可 得 : 


Pry try 一 Avy, 
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一 人 aid — 1 
oË HAm 一 Agxy-3)) 


— I x —1 
P(A, 2 aay: =A 


Tu" 


对 十 在 第 2 个 或 以 后 死亡 时 赔付 的 保险 有 多 于 一 种 的 自然 缴费 
铀 。 为 了 使 对 十 基 种 保险 受益 的 净 保 费 最 低 ， 我 们 使 用 最 长 的 缴 
虱 期 。 以 下 例子 对 若干 情形 说 明了 有 关 过 程 。 

S| 12.7.1: 用 平衡 原理 写 出 以 下 净 保 费 的 方程 ， 


(D Pep (2) PA). (3) Porya) 
(4) Plays). (5) PAg) 





解 ， 
(1) ‘aysy = Ary. > 


(3) P( Aay day: 一 Aggs-yz- 
(4) RE (y) 活着 并 且 (x) 5 (2) 中 至 少 有 一 个 还 活着 , wH 
支付 仍 有 可 能 ， 于 是 ， 


2 
Cyz' 


+72 y.. = 
P (Aryzüyzz =A 


(5) 5 (y) 与 (2) 都 还 活着 时 ， 受 益 支付 仍 有 可 能 。 因此 合适 
的 缴费 期 是 (ye) 的 存在 期 ， 从 而 


Ways -— 2 
P Apus yz 一 本 -az ' 
1 i 


TEA ARR SHAD Se Pe AR EN & a eo 
使 用 的 状况 的 条 件 。 对 于 先 死 赔付 保险 ， 责 任 准备 金 是 唯一 的 ， 
因为 在 保险 终止 前 所 有 人 都 必须 还 活着 。 我 们 给 出 两 种 保险 的 责 
任 准 备 金 : 


lo o 
s Vig = A 


~l _ Ppl; - 
TY: E+S:y+ 5:5 ey lO) ety 
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其 中 
pi_qa = =AL 


ty 10) ry:10 ey: 10)? 
5Vpyz 一 A siya 5 Pip iist Siyt5:2t5- 
对 十 在 第 2 个 或 以 后 死亡 时 赔付 的 保险 ， 净 保费 责任 淮 备 金 
浇 可 以 在 哪些 人 还 活着 的 条 件 下 通过 条 人 忻 期 望 计 算 ， 也 可 以 在 保 
险 泊 未 终止 的 条 件 下 通过 条 件 期 望 计 算 . STP BE. 
在 (37) BZA PR, L 是 在 时 间 EARS 
损 ， 以 哪些 人 还 活着 作为 条 件 ， 我 们 有 


El (2) >t, T{y) > t| = Anyi 一 P( Arp) izpe 
(12.7.1) 
再 [了 人 [zz >t, Ty) < t| = Asy: — Pl Azpūz4 (12.7.2) 
ELI Tix) <t, Tiy) > t] = Ayp — PlAm)ayrt: (12.7.3) 
在 保险 尚未 终止 的 条 件 下 ， 我 们 需要 ELL (ry) > t) 它 可 通过 
以 下 和 来 计算 : 





ELL|T(x}) > t, Thy) < Pri (x) > t, Tiy) < tr (Ep) > t] 
+ELLT(2} <t, T(y) > t|Pr{T (z) <t, T(y) > tT (zy) > t 
HELLT (2) >t, Ty) > ilPriT (x) >t, T(y) > tT (RY) >t. 
在 这 个 表达 式 中 , 条 件 期 望 由 (12.7.1)-(12.7.3) Bw. T(z) 与 
Ty) 独立 的 假设 下 ， 概 率 的 形式 如 下 ， 
PrlT(z} > t,T(y) < elt (zy) >t 
_ thzll — Py) 
iPr(l — tPy) + ty 一 :pa ) + ¢PatPy 
Pall 一 tpy) + tpy(l ~ ePe) + tPetPy 
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{+pz(1 一 Py )|Aete 一 P{Asy )ae + 
+ zpyll — Pa llAy 一 P(Asy}ayt| 
+ PrtPy [rv 一 PlAzmy)asramrl}. 





yy al 
612.2 
1. 描述 有 具有 如 下 概率 的 事 性 ， 
a. Pwr 十 tPwy Pwr + tPey + tPaz t tPyz - 
—3(1Dwry + Pwer + Pwys + tPaye) + TtPwzyz 
b. tpw + ePa + thy + tpz — 2(ePwe + Puy + tPwz + Pay + Pez 
+:Pyz} 十 dpaozy + Pwrs + 1Prwyz 十 tPayz) — S4Prwarye- 
2. 用 12.2 节 中 的 推论 证 明 pp l- pp. 
3. FRM ABE 35 的 连 生年 金 表 的 摘录 : 


连 生 状况 ” 连 生 延 付 年 金 的 精算 现 慎 
14.4 


20:26:28 

20:26:29 14.3 

20:28:29 14.0 

26:28:29 13.8 
20: 26:28:29 12.5 


a. 计算 在 每 年 年 末 当 (20), (26), (28), (29) PEMA 3 AF 
活 时 支付 的 年 金 的 精算 现 值 。 

b. 对 在 (20),(26), (28) (29) 中 第 2 个 人 死亡 的 年 末 支 付 
10000 HRE, HAHEN RR. 

4. M Bj j = 1,2,3,4 E8 Pora - Pe 。 

5. 对 在 (w) 活着 ,而 lh 和 (z) 中 最 多 只 有 1 人 活着 时 
BEART 1 AES, RASS SRR RHA. 
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6. Æ pap = 0.002,0 < t < 10 Rb = 0.00, 计算 
A 4n.40:40:40:40:10) 8 

7. 有 - -项 信托 基金 为 (z), (y), (2) 提供 收入 。 当 3 PARIS 
着 时 ， 沪 基金 以 年 率 8 向 每 人 提供 连续 的 收入 ; 当 有 2 TARE 
有 时， 他 们 每 人 可 得 年 率 为 10 的 收入 ; 只 有 1 个 人 活着 时 , 他 可 得 
到 年 率 为 15 的 收入 ， 计 算 下 列 支 付 的 精算 现 值 ， 

a. 所 有 的 交付 。 

b. PRA (2) 的 支付 。 

8 有 一 份 保单 ， 当 二 个 年 龄 为 r 中 第 1 个 人 死亡 时 ， 它 立 
即 为 其 提供 数额 为 4 的 死亡 受益 ; 第 2 个 死亡 时 提供 数额 为 3 的 
受益 ， 第 3 个 死亡 时 提供 数额 为 2 的 受益 ， 最 后 一 个 人 死亡 时 提 
供 数 额 为 1 PARR. HA, 二 0.4 及 Age = 0.5, 计算 该 保单 的 净 
ERR. 

612.3 

9 用 单个 及 连 生 年 金 符号 表示 在 下 列 条 件 下 每 月 支付 1000 
的 期 末年 金 的 精算 现 值 : 

a, 在 未 来 25 年 中 ， (40) 和 (35) EM RAL PAR. 

b. £65 岁 之 前 ，(40) 和 (35) 中 至 少 有 1 人 存活 。 

10. 用 确定 年 金 及 单个 和 连 生 年 金 符号 来 表示 下 列 式 子 

A. aa 。 

812.4 

11. 车 在 每 一 时 刻 ， (x) 的 死亡 效力 是 (y) 的 1/2, 而 (2) 的 
死亡 效力 是 (人 2H. 试问 在 3 AP (x) 死 于 下 列 情况 的 概 
率 是 多 少 : 

a. 第 1 个 死亡 。 

b. 第 2 个 死亡 。 

c. 第 3 个 死亡 。 

12. FRR? ( 些 ) 式 子 是 正确 的 ? 改正 其 它 式 子 。 
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l. Agza = Awsys + Aysys + Aveye + Ava « 

I. Ars = A rys 十 A ways 十 Aways 十 A : 

U. Aee 一 +A, + Aye — (Auri + Aye + A,y,)+ 
下 sa « 


13. 对 一 个 当 (z) 活 过 (y) 时 ， 在 (z) 死 时 支付 的 保险 ， 用 
LRA SHERRIE, H P AS ae BE EM OR PAE By (y) FE 
To BY At [i] J) Bg 

14. 4 Gompertz 法 则 使 用 tag = 0.003, sg = 0.012, tit . 
算 ， 

a. 20040:4856 b, 20 140:48:56 

注意 ; 在 a 中 , 记号 2:3 表示 (48) 是 第 2 个 或 第 3 个 死亡 ,| 

15. 一 个 签发 给 (x), (y) 和 (2) 的 数额 为 1 的 保险 ， 看 (z) 
全 少 死 了 10 年 而 (y) 死 了 还 不 到 10 年 的 情况 下 ， 当 (2) EHE 
付 ， 试用 死亡 保险 与 纯 生存 保险 的 净 至 绍 保 费 来 表示 该 保险 的 净 
eR HR 

16. 假设 (y) Be (2) 活 过 (2), R (y) 和 {z) 都 活 过 (z), HA 
音 部 在 10 年 期 末 之 前 死亡 ， 对 在 (2) 死 后 10 年 支付 1 的 保险 ， 
KAS BRE MRE SS HERR, 

L7. 茶 特殊 顺 位 保险 ， 当 (30) 在 (60) 之 前 死亡 或 在 (60) 3 
百 5 年 内 死亡 时 ， 支 付 单位 保 额 . Avs = (30) 在 (60) 365 5 
年 以 外 死亡 而 无 受益 时 ， Bik BTA He ee He At On te H 
为 将 保费 的 7.5%, 寻 出 环 缴 毛 保 费 公 式 。 

812.5 

1S. MEH BBE, RAER ndued = dehy 十 nueg 23 
并 用 其 去 获得 例 12.4.1 中 的 结果 ， 

19. 不 使 用 独立 假设 ， 建 立 下列 关 系 式 


并 用 其 去 获得 例 12.4.2 中 的 结果 。 

20. 用 以 下 方式 表示 coy nye’ 

a. 表示 为 一 个 定 积 分 。 

b. FMA BCR TES A 

31. 假设 Gompertz 规则 适用 ， 证 明 

a. tlra = tty — r pT tay 。 

b. Apo, = wip Ae aip Aye + pew ate oy: « 

09. #5 0 < z < 100, ps = 1/(100— z) 适用 下 (20),(40) 和 
(60), 计算 a. 2020:40:60 。 b. oo 420:40:60 。 C. 00920:40 > 
这 说 明 在 Gompertz 规则 基础 上 成 立 的 20 Gn yz = lyzl 在 


一 般 情况 下 不 成 立 。 
23. FRECA Gompertz’s 规则 (Ë = 2}, Asa = 0.3, 
Ago 一 0.4, A Ang = 0.52, iA T E 本 go 5 
1 


24. CR Ay = 0.6, AL, = 0.3, Al, = 0.2; Anses = 0-1, 
it 
号 -4 


一 一 4 
a. Avera 9 b. Aures 2 C. Aw cuz a 
lil 


25. 假设 {zy, Gy) 和 (2) 在 未 来 25 年 内 按 以 上 顺序 死亡 ， 且 
每 两 人 之 则 的 死亡 至 少 相差 10 年 ， 试 用 积分 形式 表示 其 投 深 。 

26. 假设 (10), (20) 和 (30) MAAS 60 岁 死 去 ， 且 (20) 是 
第 2 个 死亡 者 ， 试 用 积分 形式 表达 其 概 兴 。 

27. 已 知 ogi, = 0.5537, ogl, = 0.6484 , cody, = 0.5325, 


2 _. 3a > 2 
oc fryz — oo dryz’ 计算 codr yz: 
1 


28. 根据 某 死 亡 表 已 知 ， 年龄 分 别 为 70, 55 和 各 岁 的 3 个 人 
按 以 上 顺序 死亡 县 间隔 时 间 不 小 于 15 年 的 概率 为 0.048, 另外 ， 
2 个 现 龄 为 70 岁 的 人 中 至 少 有 1] 个 在 一 个 现 龄 为 55 岁 的 人 死 前 
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还 能 活 15 年 的 概率 是 0.8 。 试 计算 现 龄 为 40 岁 的 2 个 人 都 不 能 
活 到 70 岁 的 概率 。 

29. 下 列 哪 个 【 些 ) 式 子 正确 ?改正 其 它 式 子 ， 

i . Ags ys = fo U' GutDeyzttattAystdt o 


I. fo (~ #10pso)peoueordt 
+ Jio (10p50 — t+10P50)peo reorrdt 
= ea 一 1+10P60 jpsousortidt 
+ j ia (1-10Peo 一 t+10P60 }ePsofisa4edt ° 
M. 30940:50:60 + 30940:50:60 一 20940 50-80 i 
12.6 
30. 证 明 
a. Ay, = A, 一 bw 。 
b. Fedyle = Hzaye 一 ay « 
31. 用 aly. 表示 a ia ° 
32. 在 下 列 情况 下 ， 小 用 积分 形式 分 别 写 出 支付 年 率 为 1 的 
连续 年 金 的 精算 现 全 ， 
a. 在 (y) 寿命 期 间 及 在 (y) 死 后 10 年 内 ， 若 (zx) 仍 活着 ， 
则 不 支付 年 金 。 
b. 在 ly} 寿命 期 间 及 在 (y) 死 后 10 年 内 ， 若 (x) 仍 活着 或 
(y) 死 在 (z) 之 前 ,不 支付 年 金 。 
33. 用 年 金 和 保险 符号 表示 附加 保费 为 毛 保 费 的 S% 且 能 提 
供 下 列 受益 的 毛 是 缴 保 费 : 
一 个 关于 (x) 和 (y) 的 年 支付 额 为 1, 弟 延 nn 年 并 在 第 1 个 
人 死亡 后 减少 1/3 的 最 后 生存 者 年 金 : P (1) 死 在 ly) 之 前 并 在 
EA, WD AES AS 2 周年 开始 。 若 (xz) HE (y) 
2 Ja A fe i SET), AARRE (x) SEM ME AR 
34. FE 12.6 WH, SRA (ve) 消亡 后 状况 (u) 仍 存 活 ， 则 继 
承 年 金 开始 支付 。 沪 思想 可 推广 到 按 规定 次 序 的 2 个 或 多 个 死亡 


+ 420 ， 


发 生 时 开始 支付 的 年 爹 。 
a. 证 此 
Gs — Gyz 7 Gylz- 
b. 在 Gompertz WE REM. HER 


T cl 


2 C O a — Ty + — 
* ue ch + 8 


a, leyr 


wy|z — gat 十 ov 
35. 一 个 顺 位 纯 生 存 保险 著 (zx) 在 (y) an 年 活着 ， 则 文 
付 1, 求 其 净 年 缴 保 费 的 表达 式 。 
36. 要 获得 相应 于 净 在 缴 保费 4uzvz 的 净 年 缴 保费 ， 需 用 什 
1 


么 年金 的 精算 更 值 ? 

综合 题 

37, 一 个 保险 ， 若 (xX] Re ctr LB, (y) HH ytm 
era mn, WEB 2 个 死亡 发 生 时 那 年 林 支 付 。 

a. 证 明 其 净 肥 缴 保费 可 表示 成 


1 1 
Asg 十 vmpz(l 一 mPy) A rmn m 


b. BREE GHARR,. HHAPSHERALRUS? 
33, 一 个 m 人 集体 间 额 分 享 -个 年 付 为 1 连续 支付 的 最 后 
生存 者 年 金 收 入 。 (21) 的 份额 的 精算 现 值 为 


m-i 1 E 
Sola h 
, Pity Em 
sap 7 十 
证 肯 该 精算 现 值 可 表示 成 
Axy 7 5 (üza +e Beste, ) 
+H āras t +E yl la 
3S ita Gy toy — 1 Tri F rm 1o Em t 


rz 一 | - 
eR EL 天 itpaz 用 定理 1221 
了 一 
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99. 试用 文子 叙述 for 0 GertPyz byt Arredi 表示 什么 。 
40. 在 定型 12.2.1 的 证 明 中 ， 令 


Ay = (7 (y) < min{[n.T(2}, T(z)]}, 
Ag = {T(y) < min(n, T(r), Tw), 
As = {T (y) < min|n, T(w), T(z)]}. 


ub AH fA) 12.4.1 中 的 事件 A 和 A, Ao, A 中 恰好 有 一 -个 发 生 的 
事件 一 致 ， 由 此 不 用 独立 很 设 去 求 例 12.41 中 的 结果 。 ER: 
讨论 Pr(Aj) = ngayo Pr{AyAg) = Pr( A143) = Pr(AgAs3) = 
Pr(A) AzA3) = ndwoyz » A Pr[A1( 非 42)( 非 43)] = nde ayz] 
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第 十 三 章 ” 人口 理论 


8131 引 = 


第 一 章 里 的 不 少 概念 也 构成 大 口 数 学 理论 的 基本 材料 。 例 
如 ， 几 于 确定 死亡 时 间 随 机 变量 分 布 并 追踪 生存 组 党 变 的 生存 畏 
数 ， 在 建立 人 口 模型 时 也 起 作用 。 

这 一 音 建 立 的 模型 可 应 用 于 很 多 场合 ， 如 政治 单位 群体 ， 职 
工 群 体 甚 至 野生 生物 群体 ， 

以 下 主要 关心 的 是 对 于 团体 寿险 的 精算 应 用 。 在 $13.5 中 ， 
人 口 模型 将 用 于 研究 向 某 个 群体 提供 寿险 受益 的 体系 的 演变 。 在 
第 十 四 章 研 究 向 某 个 群体 提供 退休 收入 受 答 的 体系 的 演变 时 ， 人 
口 模型 将 用 作 有 关 模 型 的 组 成 部 分 。 


613.2 Lexis 图 


ZPAS ARARA ORAE -MRAGH AK. Bl. F 
动人 人口 的 历史 可 用 被 称 为 Lexis 图 (Lexis diagram) 的 二 维 图 中 平 
TARA ( 见 图 13.2.1) 。 图 中 ,个 体 加 入 劳动 大 牢 的 进入 点 (以 
进入 时 间 与 进入 年 龄 为 坐标 ) 是 与 该 个 体 相 联系 的 直线 的 一 个 潮 
点 ， 这 条 直线 沿 对 角 线 路 径 延 伸 ， 终 止 于 表示 脱离 劳动 大 军 的 退 
出 点 【 以 退出 时 间 与 退出 年 龄 为 坐标 ) 。 

对 于 图 13.2.1 中 描画 出 的 劳动 人 口 ， 在 相对 于 现在 (t= 0) 
AA Al’ = 一 站 , 有 有 3 个 在 职 劳动 人 口 。 现在 tt 二 0) 有 2 个 
侍卫 劳 动人 人 人口。 也 许 我 们 对 他们 未 来 的 工作 寿命 感 兴趣 , 图 13.2.1 
中 的 虚线 段 就 表示 现在 的 2 个 在 职 劳动 者 的 预期 工作 寿命 。 

以 5 评注 概括 了 Lexis 图 的 特征 : 
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现在 
-50 -和 -30 -20 -10 0 10 20 30 


WTIB] 





O 进入 点 


20 NS @ AHi 


6 
年 龄 N 


13.2.1 Lexis 图 


L 国定 的 时 刻 在 图 中 表示 为 垂直 线 , 在 该 时 点 的 人 口 总 数 等 
于 与 该 垂直 线 相交 的 平行 直线 段 (每 条 代表 一 个 个 体 ) 的 条 数 ， 

2. 固定 的 年 瞪 在 图 中 表示 为 水 平 线 ,如 果 与 某 个 个 体 相 联系 
的 直线 段 与 处 于 ao PEKERE 那么 该 个 体 在 zo 岁 时 是 群 
体 中 的 一 个 成 员 ， 

3 丰 时 间 4 MELHOR > AMR ULERY u = tw, A 
Lexis 图 中 用 z St fA, 而 以 后 将 经 常 使 用 变量 x 与 4 . 

以 上 想法 有 很 多 推广 。 例如， Lexis 图 可 用 于 表示 整个 生存 
组 的 演变 ， 而 不 仅仅 是 其 中 的 各 个 个 体 ， 生 存 组 是 由 一 群 具有 公 
共 出 生 期 的 个 体 组 成 的 。 在 劳动 者 群体 的 模型 里 ， 可 能 有 若干 种 


- 424 - 


主 开 方式 ， 进 入 也 可 能 发 生 在 不 同年 龄 ， 这 些 可 能 性 已 在 第 七 己 
第 八 章 里 讨论 过 。 

以 下 两 节 建 立 的 大 口 模型 只 涉及 -种 高 开 方式 ， 可 解释 为 死 
广 。 类 似 地 ， 只 有 出 生 将 作为 进入 方式 予以 劳 虑 。 此 外 将 采用 决 
E ERI IE. 


613.3 ”连续 模型 


广 里 将 采用 决定 性 的 连续 模型 , 并 假定 群体 的 增加 源 于 出 生 ， 
而 减少 则 由 于 死亡 。 相 时 间 纪 的 d EAA (density function 
of births) 记 为 b(u), BY b(ujdu 是 时 间 u Sutdu 之 间 的 出 生 
se ERR u 出 生 者 的 生存 函数 记 为 sr uh KA PALA SH 


# (generation survival function) . jE X 
I(x, u) = db(u)s(z, u) (13.3.1) 


fey A 2 8 & (population density function) , Xf 2X (x,u) 
的 解释 可 借助 于 连续 形式 的 Lexis 图 ( 见 图 13.3.1), 这 个 图 以 及 
ACL FW 13.3.2- 图 13.3.6 都 是 二 维 的 ， 它 们 被 用 来 帮助 解 
释 一 些微 分 项 或 表示 积分 区 域 。 丰 每 一 种 情形 ， 都 可 以 描绘 出 定 
义 在 这 些 时 间 一 SRP RL RRM RRE., 

在 H0 ujdu = Bujau FFM u 5 ut du 之 间 出 生 的 新 
ELp, Hr, ujdu SEA) c 岁 。 置 = 十 M dt = du, 前 一 
表达 式 可 解释 为 : 


(x,t — rjdt = EMM eS t+ dt ZMK co 岁 的 人 数 ，(13.3.2) 
于 是 在 时 间 如 5 t 之 间 达 到 r 岁 的 人 数 为 


li 
lx,t — z}dt. (13.3.3) 


fo 
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Hudu = Hat xa 





图 13.3.1 He u) 的 解释 


R XO < 31 为 两 个 年 龄 ， 如 是 给 定 的 时 间 。 现在 考虑 另 .- 
THE: 在 时 间 to 有 多 少 个 年 龄 介 于 zo 5 r 岁 之 间 的 活着 的 
生命 。 这 些 生命 必定 在 时 间 ty 一 fay — zo) 与 to 之 间 已 达到 £o 
S. 并 且 活 到 时 间 加 (参考 图 13.3.2)", 

KH, ÆRE t 5 t+ dt SAK ro PH ABH i(xo,t — 
zodi, 这 些 人 中 活 到 时 间 tp 的 人 数 为 


s(zp + to—t,t— 


To) 
i t 一 一 tt 
(Xo, zo) s(x. 4 — To) dt HER 十 ty i, xo jdt, 
(13.3.4) 
Tae BK AREA 
fo 
f ifag 十 如 一 i,f — Toldt. 
ty—(z1—a9) 
ERHI £= xo 十 如 一 t, 积分 可 写成 
-j Hiz, to — wldz = f lx. to — a)de, (13.3.5) 
YT] Ti} 
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tom xi- Xo) i tn 







时 间 


LENT t- Yo) 


Xo 
X= DN lixa — (fp t): H= xo) = lxt- rà 


xy 


trl 


图 13.3.2 ENT to ft F ro 与 zl 网 的 生命 数 


由 此 可 得 以 下 解释 : 


I(x, to 一 jdz = EM MER A Fes ot de 之 间 的 人 数 . 
(13.3.6) 
ce, AO BERRA RRR: 其 一 为 (13.3.2) 与 (13.3.3), 其 
一 为 (13.3.6) 5 (13.3.5) . ARR PY — aS PO EE E 
Lexis 图 在 鞋 与 十 星之 间 切 片 ， 第 二 种 解释 相当 于 对 Lexis K 
Er 5 z+dr ZEA. 
在 时 间 名山 生 的 生命 在 岁 时 死亡 效力 为 


l 1 @ 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 .3.7 
s(x,u) Ox l(a, u) qe) (13.3.7) 
称 作 世代 死亡 歹 力 [generation force of mortality) , A 13.3.3 fk 
据 这 - -定义 握 供 了 三 种 解释 ， 它 们 可 按 以 下 方式 得 到 验证 ， 对 - 
元 人 口 密度 函数 乘 以 世代 死亡 效力 ， 并 实施 相应 的 线性 变换 ， 并 
注意 到 变换 的 雅 可 比 行列 起 为 1 ，。 


p(x, u) = s(z,u) = 
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uw dn ft t+ ot 


A. EC uu puit- un) 
dudt = Ẹ u 5 u- gdu 
之 间 出 生 的 那些 人 中 
FOF Wy ial: Sete 之 
间 的 大 数 


时 间 


B. fF r=: Ki 
A 区 让 一 如) — 
Tjdtdz 一 在 时 间 : 与 # 
+ at HETER T 
与 x 十 dx Ta BY A BE rtd 








C. HERH > 一 一 zs 我 们 ui 十 
有 itr, nw) figs) 
dudz=fE u 与 4 十 如 
之 间 出 生 的 那些 人 中 
死 于 年 龄 与 + 十 dz rt+dr 
之 间 的 人 数 


时 间 





年 龄 


图 13.3.3 A O Ap ESR DI HEARSE Po hy By ge ae 


Eh Lexis 图 描述 的 给 定时 间 一 年 龄 平面 区 域 中 的 总 死 工 
数 ， 本 通过 对 图 13.3.3 中 的 表达 此 在 相应 区 域 上 积分 得 出 ， 求 解 
过 程 需要 计算 二 重 积分 。 

另 一 种 方法 称 为 进入 要 出 法 (in-and-out method), 可 为 获得 
所 需 的 死亡 数 提供 一 种 较 容 易 的 途径 。 这 个 方法 包括 : 决定 进入 
以 及 移出 有 大 区 域 的 生 节 个 数 ， 这 两 个 数字 之 大 破 是 洗 启 数 。 在 
大 多 数 雹 人 台 ， 进 入 移 珊 法 只 需要 计算 网 个 早 重 积分 。 

例 13.3.1: EFIE] to 5 to +1 之 则 达到 zo 岁 且 在 时 间 如 十 3 
之 前 死亡 的 人 数 有 多 少 ? 


解 : 需要 导出 图 13.3.4 中 所 示 梯 形 区 域 中 的 死亡 数 表 达 式 。 


to tatl fat2 tot 


ion ep 时间 





= 一 Xn 
HEA. 
Xo + (fg, žo) (ty+ l, xy) 
Ag a} 1 
xo 十 æ (fo + 3, xp + 2) 
pes 
i 
+ 3 
年 瞧 (tp + 3, Yo ) 


图 13.3.4 Fi331 中 计算 琵 亡 的 区 域 


用 二 重 积分 可 表示 成 


fotl—zp Pt 十 了 一 也 
| | Hr ujele, wdrdu. 
i 


oi Li} 
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利用 (13.3.7) 可 得 死亡 数 为 
tontl-z ty t3—u 
f | Wg 
1 op Or 


| 


to+l—xo 
_ f [—I(tp +3 — u, u) + Ufa, u)|du 
i 


g— tp 
togt l-g to+tl—zrp 
= f Hro, uydu 一 f lto 十 总 一 u, ujdu 
to 一 开口 to—2y 


fot roti 
一 f (aq. y — ro jdy 一 f Hw, to + 4 — wdw. 
fo xo +2? 


用 进入 移出 法 ， 所 求 死亡 人 数 是 在 时 间 吉 与 0 十 1 之 间 达 到 ro 
多 的 人 数 与 在 时 间 to 十 3 时 年 龄 介 于 Xo0 十 2 与 x0 十 3 之 间 的 人 
数 之 老 。 夏 此 直接 用 单 重 积分 表示 所 求 死 亡 估 数 为 


tit+l1 | 世人 十 二 
f £o, y — £oldy — f i(w,to + 3 ~ wdw, 
ty tatz 


SEA BPR TB RR, 
Bl 13.3.2: 决定 在 时 间 to 时 介 于 20 与 4 岁 并 且 将 在 70 # 
之 前 死亡 的 人 数 。 
解 : in Se FH 13.3.5 中 所 示 梯 形 区 域 中 的 死亡 数 表达 式 。 
用 二 于 积分 方法 可 得 所 求人 数 为 
to—20 op TO 
lL. f u ix, wiz, ujdedu. 
t 


Ég 一 TL 
a 2 
- f fi -Amn u) edu 
in 40 J ty 
tn —20 
= to — u, w) ~ E(70, uw) de 
tg —40 
fy —20 . tg— 20) 
-| lito — u, udu -| (70, udu 
f to—40 


qg—-40 


40 | fy +50 
一 f ity, to — y)dy -| {(70, w — TOdw, 
20 to +40 
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fi fot 10 tt20 二 十 30 +d fot+30 Hatot 


上 时间 





13.3.5 13.3.2 中 计算 死亡 的 区 域 


用 进入 种 出 法 可 得 死亡 人 数 为 
in H50 


‘0 
| (x, to — 2dr — 1(70, t — 70)de, 
20 to 十 30 


包 与 二 重 积分 结果 是 一 致 的 。 


813.4 ILA V SHA 
这 一 - 节 将 考察 813.3 BTR AY BD BD TE, 
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当 (x,u) Gu TK, 相应 的 模型 称 为 静止 人 7? (stationary 
population) 模型 。 此 时 


Hz, u) = bs(x), (13.4.1) 


Hirt b EAE, g(x) PRT ETI AE me R 
为 了 与 (1.3.1) HOR. WH (13.4.1) 改写 为 


l(a, u) = bs(x) = lo, (13.4.2) 


这 里 5 起 着 io 的 作用 。 
FR IEA. {13.3.5) 成 为 


三 [zt 如 一 ze = f hede = Ta, — dx 

EG Ip 

即 静 小 大 口 在 时 间 to 介 于 年 龄 zo So ZA Aa) H (1.5.10) 
引入 的 函数 T BR. MA 13338 SH lepe META 


Tı 
| lohed = leg — bey 
zo 


WES EER ro 与 x1 之 间 的 死亡 在 任何 时 间 t AE. R 
是 ， 在 年龄 co 及 更 沿 年 龄 的 死亡 的 密度 等 于 达 旬 co FE i 
在 任何 时 间 的 密度 ， 后 者 的 解释 由 (13.3.2) 提供 。 这 些 事实 表 
明 静 未 人 人 口 这 一 名 称 基 恰当 的 。 

当 上 大口 密度 函数 具有 以 下 形式 


itz,u) = e*bs(x) = eI, (13.4.3) 


时 , 杠 应 的 模 击 称 为 稳定 人 人口 (stable population) 模型 , 这 里 也 > 0 
ERER. s(x) 是 不 依赖 于 出 生 时 间 的 牛 存 函数 。 R=, 
则 稳定 大口 成 为 静止 人 口 。 在 稳定 人 人 口中， 在 时 间 u HERE 


4y eftup = eft, a 
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BEAD ER AtHAA DY 


Nit} = f (x,t zjdz = er | eRe dry, (13.4.4) 
0 Ü 


由 此 可 见 ， 当 天光 0 时 大 口 指数 式 增长 , 而 当中 <0 时 大口 指数 
Th Ee PR 

稳定 太白 中 在 时 间 t 时 介 于 年 龄 zo 与 x] ZA ABABA 
O øI ER A 


fre lr tadr fo eB dx 


QO 


OO  - 13.4.5 
Io Het- redr fy e Fl da’ ( 


与 时 间 t 无 关 。 因 此 ， 尽 管 稳定 人 人 口 的 总 规模 可 随时 间 改 变 ， 但 
相对 的 年 龄 分 布 保持 不 变 ， 

MEAD EME CRF to Sa 岁 之 间 的 人 数 可 用 第 三 章 
引入 的 计算 基数 No 来 表示 ; 


f l He,t — rdr 
zo 


| 


Ti 
eft | el dx 
To 
= eN aa Na) (13.4.6) 


芝 里 及 以 下 记号 中 的 一 撤 表 示 计 算 时 使 用 的 利息 效力 等 于 稳定 人 
口 的 (瞬时) EAER., 
MiG (13.3.7), 稳定 人 口 的 死亡 效力 为 


1 @ 
j gz SU = Hr, 


p(z, u) = Ua u) 


它 与 出 生 时 间 无 关 。 FRIT ro 与 zl 之 间 的 人 在 时 间 + 的 死亡 
密度 为 


j Ux, — rju{z, t — sdr = 广 c-e) ada 


Tg to 


Hira r! +! 
=e"(M,, — MAM, ), (13.4.7) 
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如 年 龄 在 20 Foy SZ tS t+ dt CAA HAR 
e" Ma — Ma, )dt. 


TREMER BNA, REPS PHRMA BRA 
RHA. 
以 上 关于 称 定 大 口 的 事实 与 第 二 章 里 的 一 个 等 式 结 合 ， 可 证 
实 稳定 大口 的 一 个 性 质 : 
to 多 以 上 人 人口 在 对 间 圭 的 变化 率 二 
在 + 达到 to FMA OME -ro PU LAOH EHLERS 
(AH th xo PREAH 





— ir of -- R 
eiA 
ri 
最 后 一 步 根 据 
—r 
Ary + Ra =1 
AA ity te ett 


M,, + RN, = Di. 


例 13.4.1: 对 于 前 下 人 口 ，0 岁 人 的 (完全 ) 期 望 剩余 寿命 等 
FETE t EEA NRL HERE, B 


o x oO | 
EN | s(e\dx = | “de = dort, 
to 0 by 


而 对 于 稳 吓 大 口 ， 类 似 的 半 算 关 果 是 什么 ? 
WE: 稳定 人 口 在 时 间 t 的 总 人 人口 除 以 出 生 窗 度 为 
A(t) 7 h fla,t—ajde fe tldr _, 
eb RDS 
4R>OW, @ <é: R<Ont, a >e. XE, BY 
R= ORNGOLS. BOA i CPM PLE Re A O TEBE m Ba 
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613.5 ”精算 应 用 


尽管 由 于 生存 也 数 或 者 出 生 密度 的 变化 使 得 实际 上 稳定 或 葬 
上 人 口 的 条 件 很 难 成 立 ， 但 这 些 模型 在 人 寿 保险 或 退休 收入 体系 
的 基金 票 积 的 规 代 计划 研究 中 有 用 。 这 里 所 说 的 基金 黑 积 计划 征 
指 为 提供 寿险 或 年 金 受 益 所 必须 累积 基金 的 预算 计划 。 

在 这 一 节 与 第 十 四 章 里 ,我 们 将 脱离 第 二 至 十 章 建立 的 模型 ， 
汶 些 模型 的 建立 始 于 个 别 保 单 的 运作 考虑 。 这 一 节 考 察 若干 寿险 
的 综合 模型 例子 。 在 第 十 四 章 ， 将 考察 退休 人 金 体 系 的 类 似 模 型 ， 
那些 模型 对 于 向 团体 或 群体 提供 死亡 或 退休 受益 的 社会 你 险 及 团 
体 保 险 体 系 尤 其 有 关系 。 

fil 13.5.1: 设 人 口 密 度 函 数 (zu) = besl) RPL 
数 s(x) 不 依赖 于 出 生 时 间 % 。 假 定 这 一 人 口中 的 每 个 人 在 达到 
a 岁 后 就 投保 单位 受益 的 完全 连续 终身 寿险 ， 证 其 


= | (x,t — x) pgdx + “| lz, t — T)z—aV (Aa jdz. 


解 : 根据 一 般 推理 ， 在 时 间 t 的 
保费 收入 (F) 率 + 授 资 收入 (F) 率 
二 ”受益 支出 (年 ) #4 综合 责任 准备 金 的 【年 } 变化 率 . 
式 (13.5.1) 左 端正 是 收入 的 来 源 : RAR, GoM BAH 


分 配 : 死亡 受益 及 责任 准备 金 的 改变 。 
其 解析 证 明 如 下 :; 由 (5.10.5), 


— 


d _ _ a o — 
grme (Aa) — Bex-aV (Az) + He = P (Aa) + s-a V (Aa); 
(13.5.2) 
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He (r,t — 2) = b(t — x)s(x), 并 注意 到 


L e,t- 2) = oG ~ 2) sl) — b(t — a)s(2) ne 


可 得 


二 ae, t te-a V (Ag) + ot — rs(r)e aV (Aa) + Ua, t — 8) pte 


—l{x,t — r) P(Aa) + 6l(z,t — 2)g-aV (Aa). {13.5.3} 
对 区 从 a Bloo 积分， 并 注意 到 


ia b' (f—2)s(@)s-aV (Ag) dz -5f bit- rjs(£)r-aV (Ade, 


(13.5.4) 
可 得 出 (13.5.1). 


例 13.5.2: 上 例 中 如 果 不 按 终 喘 寿 险 傈 费 积 聚 基 金 ， 而 是 按 


照 同一 时 间 收 支 相抵 的 反派 计划 { 赋 课 计划 ) 累积 的 话 ， 决 定 每 
个 被 保险 成 员 排 定 的 缴 付 (E) 率 m. 
fe nr 由 


Tt | lr,t— ride = | liv, t— rirdr 


决定 ， 即 
n- Hz,t — zurdr 
f° le t- grde ` 
例 13.5.3: WTREAD, BSH 13.5.1 及 13.5.2., 
解 ; (D MÆ gz, u) = e*bs(x) , (LA (13.5.1) 并 消去 因子 
efit 得 


(13.5.5) 


P(A.) / c-Rel dr + 6 | e Rey (Ay) da 


i. 


a De 
一 f eRe) nde + Rj e le-a V (Ag de (13.5.6) 
al cr 
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oh Arr 


根据 例 13.5.1 的 一 般 推理 对 (13.5.6) 的 解释 ， 保费 收 入 率 与 受益 
支出 率 之 比 为 
P(Aa) fe e ft] dr B P{A,) 





errr 一 . oad 
f° e` Rt] edz P(A.) (1 ) 

当 有 二 0 时 ， 静 止 人 口 的 收入 分 配方 程 (13.5.6) 成 为 
P(A)T, +6 | ” Leg -aV (Ag) da = ha. (13.5.8) 


而 (13.5.7) 给 出 的 保费 收入 率 与 受益 支出 率 之 比 则 成 为 五 (4。) eu 。 
(2) 对 于 稳定 人 口 ， (13.5.4) 成 为 


= P(A). (13.5.9) 


对 于 静止 人 口 ， 吾 = 0, 此 时 zs = 178。 

HE: 对 例 13.5.3 需要 作 一 些 特别 说 明 。 稳定 人 口中 每 个 & 岁 
以 上 成 员 按 将 身 寿 险 与 摊派 累积 方法 所 需 的 保费 支付 率 分 别 为 
P(A) 与 PAL), 根据 习题 21, 当 死 亡 效力 递增 时 ， 成 立 


P(A) > P(A) 6 < R, 


P(A) = PA) 6=R, 


PIAs) < PA) >R. 


这 就 是 说 ， 如 果 利 息 效力 低 于 人 口 增长 率 ， 按 摊派 累积 方法 所 需 
的 保费 支付 (K) 少 于 按 然 身 寿险 累积 方法 所 需 的 ; 如果 利息 效力 
高 于 人 口 增长 率 ， 则 终身 寿险 累积 方法 导致 比 摊派 累积 方法 更 小 
的 保费 (支付 率 ) 。 
例 13.5.4， 对 于 整理 成 以 下 形式 的 稳定 人 口 收入 分 配方 各 
(13.5.8): 
leaV(As)de = aT TAT 
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提供 一 般 推 理解 释 。 
解 : 从 以 上 经 整理 的 形式 可 以 看 出 ， 综 全 责任 壮 备 金 可 在 作 
以 下 两 个 永久 年 金 的 现 值 之 大: 


按 年 率 la 支付 死亡 受益 的 连续 永久 年 金 的 现 值 
当前 成 员 死 亡 受 蔓 的 现 值 一 RRE a ET Se ao BOA, 


H 


la 
; 


EER P(A)Ta 支付 保费 的 连续 永久 年 金 的 现 值 
二 ”当前 成 员 保 费 的 现 值 ARRAN. 


ERARAR ASAE PO) RIK a STREI, 
他 们 的 保费 现 值 等 于 他 们 的 受益 现 值 。 14/6 3 P(Ag)Ta/6 
的 解释 中 的 第 二 个 成 份 相互 抵消 ， 
L, P(Ag)Ta ee 
2 - Dilie - 当前 成 员 的 综合 责任 准备 爹 
= 当前 成 员 的 受益 现 值 ~- 当前 成 员 的 保费 现 值 


f lasa (Ag)de. 


例 13.5.1, #1 13.5.3 ÆA 13.5.4 所 讨论 的 寿险 基金 累积 或 预 
算 方法 中 , 基金 已 存在 。 这 些 例 子 假定 群体 的 所 有 成 员 在 达到 进入 
年 龄 a 岁 时 都 从 那个 年 龄 a 开始 参加 计划 ， 并 在 此 假设 下 考察 了 
基金 的 特征 。 满 足以 土 假设 的 体系 称 为 已 处 于 A 4k A(mature 
state), 存 此 之 前 ， 整 个 基金 因 净 增加 的 进入 者 而 处 于 增长 状态 。 
在 这 些 例 子 中 ， 需 经 过 w 一 & 年 基金 才 达 到 成 熟 状 态 。 
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ix — Fi Bk ae Be EEE Ot), 目的 是 为 813.3 的 连续 
模型 的 发 展商 定 基础 。 除 此 之 外 ， 还 将 探讨 813.4 中 导致 稳定 或 
MikA OME. 
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PHU ERRAMS RTE, BEA AIAR 
(force of birth function), 记 为 8(z,u). B(x,- ridt Rx F 
AxER S t+ 2AL RHR, ce 岁 妇 女 目 己 是 在 时 
H i-re nem, ESARRESER RAR SLA RES 


et Hy AE BR 
itl t 5 tdt 2AM ARAMA 
bdt = | / ” I (x,t —2)B(2,t—2)dz|dt. (13.6.1) 
() 


在 (13.6.1) 中 的 下 标 f RBA RKRARMSAEE RR. BA 
牛 数 [包括 男 接 ) 可 通过 乘 一 个 常数 获得 ,该 常数 为 女孩 出 生 数 与 
总 出 生 数 之 比 ， 在 大 多 数 人 口中 稍稍 比 2 大 些 ， 

TE (13.6.1) Wim kk LI dé, 并 以 (13.3.1) 取代 liz, t-r), 我 
MEH 2c PE H E Se PS oe A RA E 


belt) = fo bj(t— 2)sp(0,t ~ 2)B(a,t — 2)de. (13.6.2) 


Py AL A EAA ser t-e) 与 plet- e) 时 求解 5y(t) 。 在 
(13.6.2) H, 乘积 函数 s-(x,t—c) B(x, t—a) HH FF * (net 
maternity function), 记 为 é(2,t-<2) 。 

这 一 节 以 下 假定 ， 净 孚 产 函数 不 依赖 于 母亲 的 出 生年 代 ， 即 
selz,t—a)S(a,t-ex)=d(x),. ERE, ASOAB (13.6.2) 
成 为 . 

b(t) = | b(t — x) h(x)der. (13.6.3) 


在 这 一 节 里 ， 我 们 只 限于 考虑 (13.6.3) 的 如 下 特殊 形式 解 ， 
b(t) = be, (13.6.4) 
HhbRERSR, REDE 


H(r) =1 (13.6.5) 
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的 唯一 实 解 ， 其 中 
HI(r) = | e TT dada. 
事实 上 ， 将 (13.6.4) 直接 代入 (13.6.3) 得 


bet = i be” 0—7) g(r)dr 
=f . 


HEDRET r 的 因子 ， 以 上 方程 成 为 
1 = | emgla)dr = H(R). 
G 


方程 H (r) = 1 具有 了 唯一 实 解 这 个 结论 的 根据 是 以 下 几 点 : 
l. A'(r) = — fo’ re bade <0, 
2. H(0)= h of{a)de > 0. 
3. lim- H(r) = 0. 
4. lim; sono Hr) = 00 。 这 些 事实 连同 


H"(r) = 人 re "d(x)dx > 0 


的 事实 概括 在 图 13.6.1 中 。 从 图 13.6.1 可 以 看 出 有 唯一 实 解 RE 
中 男 的 是 正 的 解 ， 但 nR 可 能 是 负 的 ) 。 

在 br(t) = be 时 ,lz{(z,t— x) = bel —2)s (2), 女性 人 口 
是 稳定 信 口 。 在 只 二 0 的 特殊 情形 ， 女 性 上 估 口 是 静止 人 口 。 

为 核实 尼 究竟 是 正 是 负 或 是 0, 考虑 数 


8 = H(0)= f dz 
0 
根据 图 13.6.1 可 得 出 以 下 绪论; 
L8 >i, RAK, ADBBEABWH, 
28-1, RO, 人 口 是 平 稳 的 。 
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Hir) 





13.6.1 WAHR Hr) 及 公式 (13.6.5) 


38<1m RAR, 人 口 是 稳 定 且 递 减 的 。 

由 于 HO 二 6 可 解释 为 每 个 女性 一 生 中 生育 的 女孩 数 ， 它 
RRA +5 +8 Anet reproduction rate) , 8% RRA 人口 
HAA KE intrinsic rate of population growth} 。 

评注 : 

所 有 的 人 口 都 不 会 象 这 一 节 所 推论 的 那样 都 是 稳定 的 ， 模 型 
的 某 些 方面 会 与 实际 经 验 不 一 致 。 由 (13.6.2) 给 出 的 基本 模型 建 
立 在 生存 图 数 与 生育 力 (HERD) 不 随时 间 改 变 的 假设 之 上 ， 
在 (13.6.3) 中 还 进一步 局 限于 假设 净 孕 产 函 数 只 依赖 于 母亲 的 年 
龄 ， 而 不 依赖 于 母 杀 自己 的 出 生年 代 。 对 公众 健康 的 统计 据 示 了 
生存 函数 及 生育 力 随 着 时 间 而 有 颇 大 变化 。 

此 外 ， 在 解 积分 方程 (13.6.3) 时 ， 我们 只 获得 方程 H(r) = 1 
的 实 解 。 在 复数 域内 ， 除 了 单个 实 解 外 还 可 确定 无 限 多 个 解 。 方 
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程 H(r)~ 1 = 0 的 这 些 上 额外 的 ( 复 ) 根 使 得 (13.6.3) 的 一 般 解 具 
有 形式 Deb?) (), RPE? OY 与 A(r)—1=0 的 一 个 根 相 
i 


KR. HME BO A AR, BT OR oy A aS AA 
i 2 AY AG 7 

作 口 理论 是 一 些 优 雅 的 数学 观念 的 集成 ， 然 而 其 中 也 有 一 些 
非常 重要 的 统计 间 题 ， 诸 如 根据 已 有 的 数据 估计 生存 函数 及 生育 
力 隆 数 等 这 样 一 些 关 键 的 组 成 部 分 。 作 为 人 类 社会 的 动态 属性 的 
反映 ,这些 函数 已 被 观察 到 细 时 间 而 变动 。 

正如 所 有 描述 自然 现象 的 模型 一 样 ， 人 口 数学 模型 只 抓 住 了 
形成 真实 人 口 规模 与 年 龄 分 布 的 动力 的 一 小 部 分 。 即 使 稳定 人 口 
模 虱 在 某 些 时 候 是 一 个 令 人 满意 的 近似 ， 它 也 不 可 能 长 期 适用 
长 期 而 论 ， 在 一 个 有 四 的 星球 上 ,常数 忆 大 于 0 是 不 可 能 的 ; 同 
H RMR 五 持续 太 久 的 话 ， 稳 定 人 口 将 面临 灭绝 。 


习 ORR 
813.2 
1. 用 图 13.2.1 的 Lexis 图 计算 
a. 在 时 间 25 的 雇员 平均 年 龄 。 
b. 己 达 到 50 岁 的 在 职 或 曾 相 职 徇 座 员 人 数 ， 
c. 在 时 间 25 的 雇员 中 已 达 或 将 达 50 岁 的 在 职 雇员 数 ， 


$13.3 
2.2 

b(u} = 100[1 + cos(ru/200)] -~O<u< om, 
s(x, u) = cos(mz/200)} O<2< 100. 


计算 在 时 间 25 到 100 间 达 到 50 岁 的 个 体 数 ， 
3. 令 
b(u) = 10001 一 e—¥/100) u >D, 


442 ， 


s(e) = e771% z > 0. 


计算 在 时 间 100, 年 龄 处 在 25 岁 到 50 岁 间 的 个 体 数 。 

4， 用 习题 3 确定 的 函数 bu) 和 s(x u) 计算 在 时 间 OO 和 
51 之 间 将 要 达到 25 岁 而 又 在 时 间 53 前 死去 的 个 体 数 。 (这 是 例 
13.3.1 的 一 个 数值 变形 ) 

5. Bit a(z,u) = s(x), blu) = lo, BARB 13.3.2 。 

6. 用 积分 形式 计算 在 时 间 0 处 在 20 到 50 岁 间 且 在 时 间 30 
之 前 活 不 到 80 岁 的 人 数 。 

§13.4 

7. a. 令 N[t) 表 示 一 个 稳定 人 口 在 时 间 志 时 的 人 数 ， 试 证 明 
dN (t)/dt = RN (t) . 

b. MINA HE RH 中 上 JAY 人， 对 -一 个 稳定 人 口 证 明 其 


HER i(t) 满足 
ilt) = fo es(z)de i 


8. # jx = ar,a > 0 H bu) = be% 试用 N(0,1) 分 布 的 
Aiea Oz) 来 表示 时 间 + 时 整个 人 口 的 规模 ， 

9. 对 一 个 稳定 人 口 ， 试 求 时 间 t+ HEFE a 和 ?之 间 的 人 
的 平均 年 龄 的 表达 式 。 假 设 R= 0, 重新 求 该 表达 式 。 

10. # fi, = pa 十 0.05/ Cx, 证 明 Po = Pe(Tr41/Te)™ 。 

11. 已 知 s*(z) =e“ s(r), R>OBR-TERRR, 

a. 写 出 s* (x) REA E A oho 

b. 证 明生 存 函 数 为 (r) BBA co 的 期 望 剩余 寿命 的 方太 
为 2(Tay,, Th « 

12. 定义 时 刻 + 的 粗 死亡 素 为 


r,t— a)ule,t — rdr 
fo” (zt — Td 
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车 该 人 口 为 稳定 大口， 证 明 粗 死亡 率 等 于 i(t) R, KP it) 是 
习题 7{b) 中 定义 的 出 生姜 。 

813.5 

13， 假 设 一 个 稳定 人 口 的 生存 函数 为 s(x), 且 精 算 函 数 的 计 
算 也 用 同样 的 生存 函数 。 证 明 并 解释 


Lap + é | lerde = Tp. 


14. RR—-PREADH EF BMA s(x), 且 精 算 函 数 的 计 
SBA RAVER oR. TERS TIFA: 

a. l(a, t ~ a)@, 5-4 + 6 Ja U2, t — ca, gat 

= fi l(æ,t —r)jdr + R ji ila,t— Tusad. 

提示 : 用 (3.3.26) 

b. lao,t— ajAa +8 J Uz, t— cj Adz 

=f" i,t— rirdr + RP (x,t — 2) Agdz. 

15. 如果 b(u) = 100e0-01%, 年 龄 a = 0 (g) = e775 计算 
例 13.5.2 4 28 St A Bor ch AD BY KR m a. 

16. 一 个 人 口 在 时 网 二 时 的 老年 依靠 率 为 f(#) = Jeg Hata) a 


Jaa iat—2)}da 


0 
zp 28 JE) = T1 — T2, 
其 中 z 是 时 间 t 时 处 于 20 岁 到 65 F ER A n FHEA. Zo 
是 时 间 t 时 在 65 SERA OH FREER. 
$13.6 
17. Ra Pa 


b. H#a=2,8=1R%ARRRLADREREAD? 





综合 题 
18. 已 知 一 个 人 口 在 时 间 t 时 的 数量 满足 被 分 方 析 
dN{t) _ e 7 0 
O EN NO a> 0. 


注意 当 NO 趋向 于 & 时 ， 人 口 规模 的 变化 率 趋同 于 0 

a. 证 明 logistic 函数 N(t) = ali 一 be 1,b > 0 满足 该 微 
分 方程 。 

b. #e>0, 计算 lim. NO, HHH NG) 的 曲线 。 

c. MENG) HA ee. 

19. 若 死 力 严 格 上 增 ， 证 明 

a. a{x)sfy) > s(x ty), x2 O,y> 0. 

b. s(x) Jo s(y)dy > fo s(z — y)dy. 

c. s(x) fo” s(y)dy > J,” s(w)dw. 

d. SE s(y)dy > f° Rdw. 

20. 在 习题 13.19 F, FEEL v”, DEAR ao > ay. 

21， 

a. 证 明 P(As) 可 以 写成 死 力 Hey MARTH, BPR 
Be w(t, ó) = ake ， 

b. 证 明 

(1) f° w(t, dt = 1. 

(1) w(t, 6) <0. 

(m) wlt, ô) = Pl iae 

c 若 死 力 严 格 上 增 ， 用 结果 (bj( 开 ) 和 《bj(I 证 明 利息 效 
力 的 增加 会 增加 小 死 力 的 权 数 而 减 小 大 死 力 的 权 数 。 因 此 ， 阁 死 
力 严格 上 增 ， 利 息 效 力 的 增加 会 减 小 P(A,) 
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第 十 四 章 ”退休 基金 累积 理论 


814.1 5l $ 


我 们 在 第 从 章 研究 了 退休 金 计 划 参 加 者 的 受益 及 本 出 的 精算 
现 值 ， 这 些 个 哺 参 加 考 的 精算 现 值 对 于 计划 的 精算 现 值 总 额 交趾 
过 程 是 必 不 可 少 的 输入 值 。 这 些 受 益 精 算 现 值 总 额 连 局 当前 资产 
一 起 与 未 来 本 出 的 精算 现 值 总 额 相 平 衡 。 必须 与 受益 支付 相 平 衡 
iy oe RR Rc 精 其 成 本 {actuarial cost) 或 由 基金 系 积 方法 
(funding method) Rie. 2 — MH MEAIB eit MRR 
沈 中 有 用 的 函数 ， 这 些 函 数 将 用 于 撒 述 精算 成 本 方法 ， 并 探讨 这 
些 方法 的 性 质 。 

为 此 ， 需 用 到 第 十 三 草 的 部 分 大 口 理 论 ， 计 划 这 里 和 的 硝 知 与 
例 13.5.1 一 13.5.4 Papeete A ORE Rae me RRR TE CS BA 
或 预算 方法 有 相似 之 处 。 

为 了 将 本 章 的 戏 念 与 寥 前 的 结合 在 一 起 ， 读 者 应 率 记 这 些 驱 
念 的 某 些 基本 限制 : 

1. 为 保障 参加 者 的 权益 并 限制 收入 中 { 因 向 退休 人 金 计 划 本 
出 ) 的 延迟 纳税 数额 ， 政 府 对 精算 成 本 方法 有 所 规定 ， 这 些 法 规 
在 实践 中 很 重要 ， 但 这 里 不 予 讨论 。 

2. BR ith ERS PRM. 在 退休 受益 以 外 
死亡 受益 与 残疾 受益 是 最 常见 的 ， 在 许多 场合 要 求 有 法 定 的 退 保 
受益 。 这 些 受 益 中 的 菜 些 精算 现代 已 在 第 八 章 里 决定 。 这 一 章 的 
柑 型 只 握 供 退休 收入 受益 ， 这 一 简化 的 目的 在 于 将 注意 力 集中 于 
各 种 精算 成 本 方法 的 性 质 。 尽 管 大 多 数 退 休 人 金 计 划 提 供 的 退休 收 
入 率 成 多 或 少 地 依赖 于 退休 前 的 收入 水 平 ， 但 是 在 这 一 膏 里 使 用 
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的 模型 中 初始 退休 人 金 受益 率 只 依赖 于 退休 时 的 收入 。 这 一 简化 同 
样 是 为 了 集中 精力 于 精算 成 本 方法 。 

3. 本 书 的 一 个 持续 的 主题 是 ， 精 算 现 值 需要 应 用 利 县 四 子 与 
未 来 可 能 有 的 支付 的 概率 。 这 一 章 里 的 未 来 支付 可 能 依赖 于 许 证 
多 多 的 不 确定 事件 ， 然 而 ， 为 了 与 研究 精算 成 本 方法 的 目标 相 一 
BO A FERR EENAA. 


514.2 #2 型 


设 群体 由 a 岁 时 加 入 计划 的 成 员 组 成 ，7 是 退休 年 龄 。 SH 
相 适 应 的 生存 函数 (£), x > a 满足 slas, HFase<r, 
fie (decrement) 可 以 是 死 亡 或 其 它 原因 , Peer, LCE 
唯 -- 的 损 因 。 HEM uta PMA RRA n(u), Erti tik 
下 x RAD (参加 者 ) FEA 


læ, u) = NW) S(T), (14.2.1) 


Ep us=t-r +a 是 进入 计划 的 时 间 。 公式 (14.2.1) 与 (13.3.1) 
有 联系 ， 差 别 在 于 成 为 计划 参加 者 相当 于 发 生 在 a& AMBE. A 
F 设 生存 函数 不 恢 束 于 义 。 

Her 岁 成 员 在 时 间 0 KER ( 率 ) 为 w(x), asca<r. 用 
9(t) 表示 反映 通胀 及 生产 力 变 化 的 时 人 间 因 子 ， 于 是 在 时 间 苇 的 z 
岁 成 员 预 期 年 薪 【 率 ) 为 


wirigit) QE (14.2.2) 


这 比 (8.2.1) 的 简单 模型 更 为 实际 。 
根据 【13.3.6), 在 时 间 t FER x5 rdr ZAM Hz, t 
t+ajdr 个 成 员 的 年 薪 { 率 ) 合计 为 


i(x,t— r + ajew(aje(t}da. 
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eRe TR) WEE OR OE Be { 率 ) 总 客 为 
W(t) = f ot — 2 + a)w(x)g(t)de. (14.2.3) 


公式 (14.2.3) 体现 了 本 章 以 后 部 分 使 用 的 记号 约定 ， 黑 体 符号 民 
表 涉及 所 有 参加 者 的 量 ， 于 是 Wi{t) 表示 在 时 间 t 的 工资 总 额 ， 

以 下 考虑 的 模型 只 在 达到 退休 年 龄 7 之 后 提供 退休 年 金 。 设 
退 体 金 的 初始 年 支付 率 是 最 终年 薪 率 的 某 个 百分比 ， 比 例 因 子 为 
f 于 是 对 于 在 时 间 芝 的 退 体 者 ， 预 定 的 退休 人 金 年 支付 率 为 


fo(r)g(t) 14.2.4) 
而 对 于 在 时 间 工 的 z 岁 已 退休 者 ， 预 定 的 退休 金 支付 年 率 为 
fw(rjg(t — 2+ rja(z) r>T, (14.2.5) 


其 中 kr) 是 一 个 应 用 于 初始 退休 人 金 的 调整 因子 ， mr) = 工 。 警 
如 A(z) 可 具有 指数 形式 exp[8(z 一 7)], 6 是 常 数 (BAT) MER, 

在 我 们 讨论 精算 成 本 方法 中 , FEV ROMO eS Bit 
划 (defined benefit plan), 这 种 计划 规定 了 退休 者 获得 的 受益 ， 我 
们 将 集中 阐述 产生 一 系列 与 受益 支付 和 平衡 的 酶 出 与 投资 收入 的 
精算 成 本 方法 。 规定 本 出 计划 ( defined contribution plan) 的 出 
发 点 有 所 不 同 ， 作 为 每 个 参加 者 的 酿 出 是 指定 的 ， 也 许 是 常数 或 
薪水 的 某 个 比例 。 精 算 问 题 在 于 计算 精算 现 值 与 配 出 的 精算 现 值 
相等 的 受益 水 平 ， 这 可 以 在 退休 时 用 累积 的 酸 出 提供 等 价 的 退休 
年 金 来 决 定 ， 也 可 用 每 年 的 酶 出 购买 延期 退休 年 金 来 逐 年 决定 。 


514.3 WARE RR 


按 Al AAR AY (terminal funding method), 在 职工 退 
PRET, 一 次 性 提出 未 来 的 退休 人 金 支付 基金 。 在 时 间 上 整个 群体 按期 
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KES BR ei Ra — KHER ER 正规 成 本 率 {norImal cost 
rate), 记 为 TP{t), 它 是 在 时 间 t 所 有 7 岁 生 存 成 员 的 未 来 退休 
金 收 入 之 精算 现 值 关于 时 间 的 比率 ， 即 TP(#)adt 是 在 时 间 与 
i 十 dt 之 间 的 本 出 金 总 额 。 从 7 PIB 了 岁 时 年 收入 率 为 hir) 
的 连续 支付 生存 年 金 的 精算 现 值 用 T 表示 、 





a = [ bo) pfa E dz. (14.3.1) 
r > sír} 

根据 (13.3.2), 在 时 间 t+dt 之 闻 达 到 " 岁 的 人 人数 为 irt 一 

r+ajdt, 于 是 


TPt) = fw(r)g(tl(r,t —r ~ alae. (14.3.2) 


为 了 说 明 这 一 理 沦 ,考虑 具有 以 下 特征 的 指数 情形 {exponential 


case): 
nlu) = ne", g(t} =e, h(x) = e*~7), 


指数 情形 的 局 眼 性 在 于 它 不 可 能 无 限制 地 存在 。 当 指数 情形 近似 
实现 时 ,三 个 主要 经 济 上 的 瞬时 变化 率 --~ 利率 i 工资 增长 率 了 
及 退休 人 金 调 整 率 GO FFA RRS. 

例如 ， 当 如 与 通胀 梢 联系 时 ， 通 常 可 假定 利息 效 国 证 > Oe 
管 在 某 些 非常 的 通胀 期 可 能 会 出 现 相 反 的 情况 。 WRAT 其 
结果 是 退休 相对 于 在 职工 作 而 言 将 反而 改善 经 济 地 位 ， 因 此 通常 
i r > 8). 

例 14.3.1: 对 于 指数 情形 ， 验 证 TPO +y) = eT P(e), 其 中 
p=Trth, 

ae: 由 (14.3.1) 可 知 


l(irity—rta)= ns(rjeP terta), 
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又 由 (14.3.1) 可 知 ， 


z fa) S(T), O 
a, =| € s(r) a... 
HP a, RHEUM BMH 6-GHRMESHE, TERR (14.3.2) 
得 

fuljett narje lttu-r+a)gt 


= ett Oy fwlrjetns(rjee ttg = e" T p(t), 


Tpi +y) 


| 


其 中 的 老 干 项 可 分 别 予 以 解释 。 变 化 率 p = 十 总 可 解释 为 总 的 
经 济 增长 (或 下 降 ) 率 。 项 nsr) TRES b, 它 是 受制 于 多 重 损 
Ale fF OH (cha ca <r 的 残存 组 在 年 龄 7 时 的 残存 人 数 ， 该 
APA a Pen SR, 


14.4 ”精算 债务 的 积存 


精算 成 本 方法 不 同 于 以 上 的 期 末 成 本 方法 , 未 来 待 付 退休 金 俩 
务 不 是 在 达到 退休 年 龄 + 时 一 次 性 确认 , 而 是 在 计划 参加 者 的 工作 
期 间 就 逐步 予以 确认 ,为 表达 始 于 > 岁 的 退休 人 钨 之 精算 债务 的 积存 
{accrual of actuarial liability), 引 入 aR 4 3 (accrual function) 
M(x), 它 是 未 来 退休 人 金 之 精算 现 值 按 精 算 成 本 法 在 了 内 时 应 计 
的 精算 成 本 比例 。 M(x) 是 非 减 右 连续 函数 ， 且 0 < M(x} <1. 
在 初始 基金 累积 方法 (initial funding method) 之 下 ,所 有 的 未 来 
退休 人 金 人 负债 在 进入 计划 的 a 岁 时 一 次 性 确认 ， 此 时 


Oo rga 
uo)={ 1 I> a. 


对 其 它 的 精算 成 本 方法 ， 通 常 M) 连续 且 可 表示 成 


M(x} = f m{yjdy 2> a, (14.4.1) 
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Eh Ay dE RA mir) 称 为 RAS A SE AB (pension accrual 
density function), 通常 当 x >r P m(x) 二 0。 这 样 ， 对 于 一 般 
的 精算 成 本 方法 (不 包括 上 述 初始 成 本 方法 ) Mla) = 0 成 立 , H 
当 z>yr 时 Mtz)=]1。 在 这 种 连续 情形 下 ,根据 (14 .4.1) 可 得 


mlr) = M’(x) Qacxre<er, (14.4.2) 


在 Mic) 的 间断 点 ， 密 度 ma) 无 定义 ， RITH EEEE, 
S, ARMM AMMA. 

引入 积存 函数 的 好 处 在 于 ， 可 同时 对 各 种 各 样 精算 成 本 方法 
建立 退休 金 累积 理论 ， 而 不 必 对 每 种 方法 分 别 建立 。 

fil 14.4.1: 对 于 


Mix) 一 az gl Cama a < T < T, 


验证 (1) M(x) RAS BAe SN TEA, 

(2) M(x), Fe 等 于 a 岁 时 签发 的 从 7 岁 开 始 1 单位 完全 
连续 的 延期 终身 生存 年 金 ( 缴费 期 为 递 延 期 ) Eo 岁 时 的 责任 淮 
备 金 。 

HE: 

(DHTFa<r<r, 

， d fe ¥-Us(y)dy e~§(#-4) s(x) 
M (o) = mO) = Gres a(y}dy T SO 
(14.4.3) 

又 型 然 ， Mla) =0, M(r)=1, 

(2) 用 责任 准备 金 后 顾 公 式 可 得 x ym (a<r <r) 的 责任 
准备 金 为 


_ a, 瓦 ,一 一 
_ e—-aar—2|4r “ar—al — 
= See = | -2\%M (2). 


Coral z—atia 
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814.5 ”有关 在 职 成 员 的 基本 函数 


这 一 节 将 定义 几 个 与 模型 计划 中 的 退休 人 金 受 益 的 基金 累积 有 
关系 的 基本 函数 ， 这 些 函 数 与 在职 群体 相关 ， 其 符号 前 都 冠 以 a 
fe Ht F 

—. FDRAARRASEND t+ 的 精算 现 值 (aA}(t) 

在 时 间 t, 在 职 付 体 的 未 来 退休 金 的 精算 现 值 记 为 (aA). 
由 于 在 时 间 t 的 1z,t 一 2 十 ajdz 个 介 于 年 龄 z 与 十 dx 之 间 
GRAET- r 年 后 应 提 期 末 莽 金 累积 成 本 为 了 P(t 十 7 一)dz， 


(aA}(t) = J ee- EP 47 — r)dz. (14.5.1) 


a 


例 14.5.1: 验证 


Č (aA) (t) = era) Tp (ty p_a)—TP(t)+5(aA)(t). (14.5.2) 


解 : 注意 到 
H Or 
可 导出 
d ` — i ~i(r—2) OF 一 
(aay) = J e gi Pltr ejder 


r a Í 
— _ —éír-z) “ T _ d 
fe Ae Pli+r—x)dz 
= —Fp(t)+e 9? pit -r -— a) + 6(aA)(2). 


未 来 退休 金 的 精算 现 值 变化 率 等 于 有 关 新 参加 者 【他们 在 了- 
a 年 之 后 将 退休 ) 的 未 来 期 末 基 金 累积 率 现 值 ， 减 去 有 关 现 存 退 
休 的 在 职 者 的 期 林 基 金 累 积 率 ， 加 .上 在 时 间 +t 的 精算 现 值 利 忆 ， 
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Z. 正规 成 本 率 Plt) 

假定 已 选择 了 积存 函数 为 Mit) 的 一 种 精算 成 本 方法 ， 我 们 
寻求 模型 计划 的 正规 成 本 率 的 裘 示 ， 即 对 于 我 们 的 连续 模型 显示 
将 未 来 退休 人 金 受益 精算 现 值 分 配 于 参加 者 在 职 期 各 不 同 估价 时 间 
的 函数 。 

犹如 (14.5.1), 在 时 间 t FRAT r etde 成 员 的 未 来 
期 未 基金 累 积 成 本 为 TPO +r 一 zw)dzx, 而 对 于 积存 密度 函数 为 
mc) 的 精算 成 本 方法 ， 在 时 间 t 介 于 年 龄 与 了 十 dz 之 间 成 员 
的 应 计 (fr — z 年末) 期 末 成 本 ( 率 ) 为 


TP(it+ r—x)m(z)dz, 
因此 相应 的 精算 成 本 方法 下 正规 成 本 率 [normal cost rate) 


P(t) = f " hr) T Pit 4 r- rymlz)de, (14.5.4) 


Zc RTI) u HAST RI AY a 岁 成 员 的 期 末 成 本 率 为 了 P(u+7 一 @)， 
另 一 方面 , 根据 (14.5.4), KER REM t+ dt ZARA 
成 本 方法 应 计 醋 出 率 为 


e Or -) Pit +r — )m(a)dt, 


Hehe satt—u,ust<utr—a, 这 一 本 出 率 在 期 林 (r-i 
ERr SYN 


TP(t+r— zr)m(r)dt = Tp(ut+r—am(at+t— wat. (14.5.5) 
RIL u #lautr—o HR AR HRA 
2 a 
| P(utr—a)m(at+t—ujdt =*P(ut+r—a), 
ER BA oR AAR Se 
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例 14.5.2: (1) 证 明 在 指数 情形 成 立 
P(t) = exp{—é[r — X(@)]} Plt +r- XEON, (14.5.6) 


其 中 
G=6-—p=$-717-R, 


A 
XO) | migz) de. (14.5.7) 


(2) 解释 (14.5.6) , 
解 : (1) 根据 (14.5.4) 以 及 例 14.3.1 的 解 ， 


P(t) = f e -2)T Dt 4 r r)m(z)dz 


iL 


= | eT PEE + [X(0) ~ a] +r- XO)}m(z)dr 
_ f er) lO) T Di p X(Ojmle)dz 


= el +eX@lT py AT — x0) | “®lm (ade. 


Ald — 6 SE p, 并 利用 (14.5.7) 可 得 
P(t) = el Pr-O) X(T Djy +r KOJE, 


从 而 可 得 出 (14.5.6) 。 

(2) EAT Ia) ¢ 的 年 正规 成 本 率 及 其 利息 足够 提供 7 一 天 (9) 年 
之 后 的 期 末 基 金 累 积 成 本 。 数 XX(9) 的 存在 性 由 积分 中 值 定理 确 
th: 并 可 解释 为 指数 情形 (8 = 6 一 7 一 R) 与 积存 密度 函数 mle) 
相 联 系 的 正规 成 本 支付 的 平均 年 龄 。 因 此 X (0) (KR RR, 
水 以 及 人 口 变 化 率 。 

三 ， 精 算 积 存 负债 (aV)(t) 
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对 于 积存 函数 为 Me) HHARATK. ERR AEN E t 
的 de ie A AH (actuarial accrued liability} 为 


(av = | " e-r-a)T pitt r—z)M(x)dz. (14.5.8) 


用 例 14.5.1 的 方法 可 得 


2 faV)(t) = - J j oS M (a) TP +r—x)dz 
= —M(r)TP(t) +e t") Ma) P(t +7 — 2) 
+ | eS) (6M (2) + m(x)|TP(t +  — 2) 
= _T pi) + éla VHE) + P(t), (14.5.9) 
于 是 
P(t) + 6(aV)(t) = TP(t) + © (aV)(t). (14.5.10) 


如 将 精算 积存 负债 看 作 一 项 基金 ， 正 规 成 本 按 年 支付 率 PUL) 存 
入 ,在 成 员 达 到 退 体 年龄 时 按期 末 成 本 率 TP Ct) 转 出 ; 则 (14.5.10) 
左 端 代表 基金 来 源 于 正规 成 本 和 利息 的 收入 率 ， 而 右 端 则 是 期 末 


成 本 转 出 率 和 基金 变化 率 。 
例 14.5.3: 在 指数 情形 成 并 
(1) P +y) = e"P(#), p=Ttt+R. (14.5.11) 
(2) (aV yt +y) = e(a V) (t) (14.5.12) 


(3) Pit) +6(aV Xt) = TPE), 0=6-p (14.5.13) 
(4) 8 > 0, WP{t) < TP(t). (14.5.14) 
0 = 0, m P(t) = T Pit). 

0 < 0, WP > T P(e). 

E.: 

(1) 将 例 14.4.1 的 结果 代入 (14.5.4), 就 可 得 出 


P(t+y) = eP (t). 
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(2) 与 (1) 类 似 ， 代 入 (14.5.8) 可 得 
(aV}(t + y) =e” (aV)(t). 


(3) 利用 (2) MAR, A 


, = plaV (4), 


(14.5.15) 


d . 
Hav) = lim 


HA, (14.5.10) 恒 得 
P(t) + (6 — p)(aV)(t) = T P(e). 


(4) 是 (3) 的 推论 ， 

上 四， 未 来 正规 成 本 精算 现 值 (Paift) 

这 一 节 开 始 时 兽 提 到 , 在 时 间 t 介 于 年 龄 x 与 £ 十 dz 之 间 的 
Hz,t 一 2 十 Qjdz 个 成 员 在 7 一 xz 年 后 退休 时 的 期 未 基金 累积 成 
本 为 了 P(t 十 ?一 zjdzx 。 这些 成 员 从 年 龄 y 到 yy 十 dy(z <y <r) 
的 正规 成 本 为 


e rv) T pi; +r—ax)dzem(y)dy, 
现 值 为 
e uee sr T pi +r—ax)dzm(y)dy. (14.5.16) 


因此 , TERRE RA AAR ERA A HE IE LA (actuarial present value 


of future normal cost} 为 


(Paj) = f er oiplt r ©) 上 m(yldydzr 


eL 


| 


f eT Dit 4r 一 zi Maz 
(14.5.17) 
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图 14.5.1 说 明了 产生 (Pa}(t) 的 想法 。 表 达 式 (14.5.16) # 
示 阴 影 区 域 成 本 元 素 在 时 间 t 的 现 值 。 在 (14.$.17) 中 ， 内 压 积 分 
表示 亢 对 角 线 的 元 素 和 ， 而 外 层 积分 则 是 关于 所 有 年 龄 的 未 来 正 
规 成 本 在 时 间 t 的 现 值 。 


ł ttr-x ALS fE] 






“Ye ixt x- ady 


RQS 







mi y)dy 


g PEF PEE =P FPEF EF P ee — 


TPU+r-xdr 


图 14.5.1 (Pait) 的 形成 
根据 未 来 正规 成 本 精 管 现 值 的 含义 或 (14.5.17), 可 知 
(Pa)(t) = (aA)(t) - (aV)(2), (14.5.18) 
WA 
(aV }(t) = (aA}(t} — (Pa}(t). (14.5.19) 


式 (14.5.19) SREES SH HA MH ABA F EM (aV)(2), 
Bh 


在 职 成 员 在 时 间 的 精算 负债 
= ”在职 成 员 末 来 退休 人 金 的 精算 玩 值 
一 未 来 止 规 成 本 的 精算 现 值 
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按照 与 第 五 章 相似 的 概念 ， 信 = 4 一 Pa 或 4 二 V+ Pa. 
可 得 出 与 在 职 成 员 的 未 来 退休 金 精 算 现 值 相 平 衡 的 是 ， 有 关 在 职 
者 的 精算 积存 负债 和 未 来 正规 成 本 精算 现 值 。 

在 职 群体 的 未 来 退休 金 精 算 现 值 分 解 


(aA )(t) = (aV (t) + (Patt) (14.5.20) 


决定 于 积存 函数 Me) 反映 的 精算 成 本 方法 ， 
例 14.5.4: 


(1) 考虑 两 个 积存 函数 M 1 (T )， Mi (x) 。 如果 D(z) = 
M | (t)- My (x) WHE D(a) >0 A Dile)-0 tae <r 
RAM — i. BB 


(aV) | (t) > (aV) (t). 


(2) 设 


M (2) = Ce M (2) = = 
a:ir— al 
验证 它们 满足 (1) 中 的 条 件 。 

AR: (1) 由 于 D(a) = D(r) = 0, 很 据 所 给 条 件 可 知 








1 
ro ad 





Dir) >0 acne <r, 
于 是 
(aV 1 (t)~ (aV) (t) = f e roa) pi +r—2)Diaxjdx >0. 


(2) 参考 例 14.4.1, 


p` ólina) )sfz) 1 


Die) = t LE 
(=)= fa yasy)dy r-a 


- $58 ， 


f e~ FED) sf y)dy < f dy = r—a, 


ue a 
7 fe e—y-Vs(yjdy 了 一 
又 根据 D(x) = —(6 + pele ez s(x) fe ty s(y)dy < 
0 acg<r Ha Diz) =O facarcrABSsAR-t 
FE. Fae Mit PP RY ER FF oR, A 


(aV) (1) > @V), (2). 


D'{a) > 0, 


由 (14.5.20) 还 可 得 
(Pa) , 的 > (Pa), (0. 


§14.6 ”个 体 精算 成 本 方法 


用 积存 函数 Mic) 或 它 的 导数 确定 的 精算 成 本 法 是 适用 于 每 
个 参加 者 的 个 体 成 本 方法 。 整 个 在 职 者 群体 的 止 规 成 本 率 或 精算 
积存 负 合 可 通过 每 个 计划 参加 者 的 正规 成 本 率 或 精算 积存 负债 相 
加 得 出 ，。 

对 于 现 龄 了 S (acer) Ber 岁 退 休 并 获得 初始 时 为 1 
单位 退休 人 金 收 入 的 个 体 在 职 者 ， 受 益 的 精算 现 值 为 


(a As) = aeo iat, (14.6.1) 
ERRERA 
P(x) = (aA rimiz), (14.6.2) 
积存 精算 负债 为 


(aV (x) = {aA)\(x)M (z). (14.6.3) 
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EMMA HA Be MA 
(Pa)(x) = (aA)(2) - (aV)(2) = (oA - Me] (14.6.4) 


在 时 间 t,x PERS (r-r 年 后 ) 退休 时 的 初始 退休 金 年 收 
入 为 fgtt 十 ?一 zj)w(r) 。 在 时 间 圭 对 所 有 在 职 参加 者 相 加 的 综合 
未 来 退休 年 金 精算 现 信和 为 


f folttr—a2)uw(ry(aA\(2)i(a,t — r +a)dz 
p J folt +r —a)w(rje st oatl(r,t — z+ o)de 


= | erp +r— rx)ar = (aA) (t), 
与 814.5 的 在 职 者 群体 退休 人 金 精 算 现 信和 一 致 。 

在 应 计 受 益 成 本 方法 (accrued benefit cost method) 中 ， 
M(t) 直接 与 个 人 参加 者 在 2 时 应 计 积存 受益 相 联 系 。 如 果 在 服 
务 期 内 均 村 地 积存 ， 那 人 么 

l 





m(z) = 一 一 (14.6.5) 
MERA hASLREAMER. Ba 
mz) = Fr (14.6.6) 
如 时 积存 比例 与 工资 总 额 挂 色 并且 年 薪 具 有 指数 式 时 间 趋 势 ， 那 
么 
wz)e (14.6.7) 


m= Trot)evay 
对 于 参加 年 龄 精算 成 本 方法 (fentry-age actuarial cost method), 
预定 受益 按 固定 年 率 或 年 薪 的 固定 比率 本 出 累积 ， 此 时 ， 


mlr) = 





7 vot dy (14.6.8) 
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B e** s(x) w(x) 
m(x) = [re %¥s(yywly)dy aot (14.6.9) 


Ze RY PRE CR) 的 固定 比率 7 进行 累积 的 情形 ， 


一 Sr 一 人 二 san] f e (ya) wy)dy, (14.6.10) 


此 时 有 
(aV(z) = otra at 一 nf etaa SY ly) dy 


BE 一 让 ?一 了 一 二 s(r) g” F — aed 
s(x) vr f? e-Sus(y)wly)dy | 


Hl 


由 (14.7.9) 得 
(aV \(x} = (a AJr) M (T). 


RE, RFK M(x) 的 密度 由 (14.6.9) 给 出 。 如 年 薪 具 有 指数 
rap Hl, RY 


e~it s(z)e™ wir) 


[ealy)ervuly)dy ue 


mz} = 


应 计 受 益 成 本 方法 与 参加 年 龄 精算 成 本 方法 计算 出 的 积存 精 
算 负 债 有 所 不 同 ,前 者 一 般 系 法 规 要 求 , 并 可 用 来 与 参加 者 沟通 。 
两 者 的 埠 弄 就 如 普通 保险 中 不 没收 受益 写 页 和 性 淮 备 金 的 区 别 。 

值得 注意 的 是 ， 计 划 发 起 者 按 个 体 精 算 成 本 方法 支付 的 本 出 
率 ， 通 笛 不 同 于 用 该 方法 确定 的 总 正规 成 本 率 ， 其 一 般 理 由 有 两 
个 : 首先 ， 在 计划 开始 或 修订 时 ， 对 于 先前 服务 的 精算 积存 负债 
可 能 改变 ; 其 次 ， 精 复 和 假设 一 般 不 会 准确 无 误 地 实现 ， 由 此 导致 
基金 重 余 或 亏损 。 如 何 调整 本 出 率 来 累积 这 种 精算 积存 负债 的 改 
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变 或 音 应 讨 重 余 或 亏损 ， 和 是 涉及 到 法 规 的 重要 问题 ， 所 使 用 的 特 
别 调整 并 不 受 所 选择 的 个 体 精 算 成 本 方法 制约 。 


814.7 ”总体 成 本 方法 
MPRA MATE, SEL FIL PRM: 在 时 间 主 分配 


于 在 职 群 体 的 基金 为 (aF)(t), 在 职 群 体 的 年 酿 出 率 为 (aC)()， 
精算 积存 (应 计 ) 负债 的 未 累积 部 分 为 (aU)(t). BR, 


(aU)(t) = (aV)(t) — (aF)(t) (14.7.1) 
© (aF) (t) = (aC) (t) + 6(aF)(¢) — TP(t). (14.7.2) 
式 (14.7.2) Gh a AMR AER SHAT RE: RHSA 


总 收入 ， 第 三 项 对 应 于 期 末 基 人 金 累积 成 本 转 出 为 退休 群体 基金 。 
与 精算 成 本 方法 相 联 系 的 醚 出 率 的 一 个 较为 自然 的 形式 为 


(aC)lt) = P(t) + A}aU)(t), (14.7.3) 


其 中 P(t) 是 正规 成 本 率 [ 见 (14.5.4), A(t) 确定 了 分 摊 (aUt) 
的 过 程 。 

方程 (14.7.3) 指出 了 总 体 精算 成 本 方法 尚未 提 及 的 一 个 特 
征 。 这 些 方法 规定 的 酵 出 率 (aC)(t) 依赖 于 基金 累积 水 平 ， 即 售 
Rt (ali (4) 的 大 小 。 这 里 因 计 划 改 变 或 盔 亏 而 需 作 出 的 调整 在 精 
算 成 本 方法 中 可 自动 完成 ,这 是 因为 (aU}t) 的 值 反 映 了 这 种 改 
FRG. 

以 下 考察 一 种 分 摊 过 程 ， 其 中 


(14.7.4) 


ali) = Pali) (14.7.5) 
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此 时 公式 (14.7.3) 可 改写 为 


act) = Pit) EVH eho 


a(t) 
_ (Pa)(t) + (aV (t) — (aF)() 
a(t} 
_ (aA)(é) — (aF}{t) 
= Aa (14.7.6) 
即 
(aC )(£)a(t) = (a Aj) — (aF)(t). (14.7.7) 


于 是 P(tja(t) = (Pa)(t)j,alt) 是 一 个 单位 定期 年 金 的 值 ， 该 定期 
年 金 以 当前 的 正规 成 本 率 Pt) 为 定额 收入 率 时 ， 等 价 于 当前 在 
职 成 员 的 未 来 正规 成 本 精算 现 值 (Pa)(t} 。 这 里 ， 记 号 的 选取 暗 
不 了 这 种 想法 。 

对 于 酶 出 由 (14.7.3) 给 出 的 基金 累积 过 程 ， (14.7.2) 成 为 


SF) = P(t) + A(é)(aU)(t) + 6(aF)(t) — TPQ). (14.7.8) 


利用 (14.5.10) 可 得 


d d d 
q aUt) = z eV) 一 z BE) 
= —-(A(t) — óXaU (t). (14.7.9) 
解 这 个 微分 方程 可 得 
(aU)(t} = (aU)(0) expl- | RE — 8)\ds}. (14.7.10) 
如 果 A(t) 满足 
At} —6 >e > 0, (14.7.11) 


EAH t>o}, (aUt) 一 0 即 (aF)(t)—(aV\(t)— 0. 
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满足 (14.7.11) 的 总 体 成 本 方法 渐 近 等 价 于 用 来 估算 fa)fb 
及 P(t) 的 积存 画 数 所 确定 的 个 体 成 水 方法 。 如 入 (#} 由 (14.7.4) 
给 出 ， 可 能 有 不 少 积存 函数 使 得 (Paho / P(O 足够 小 以 保证 
(14.7.11) 成 立 ， 从 而 (aF\e) — (avy) > 0. 

如 果 目 标 是 在 到 年 内 分 摊 (aU){0), 可 取 





Mt) = O<t<n. (14.7.12) 


元 一 村 


此 时 由 (14.7.10) 得 














(aU)(t) = (aU)(0)expl- 二 -5da 
= (aU)(0)exp[- du 
= (a)(Oexpi+ /一 2 
= (aU)(0)explin TE] 
= (aU)(0) p<t<n (14.7.13) 


Sr 


于 是 在 时 向 n, 基金 累积 目标 达到 ， (aU )(n) = 0. H 34- 33 = 
(aC ft) = Pit) + Do O<t< n. (14.7.14) 
nl 

例 14.7.1: 考虑 平稳 计划 ， nla) = ha, g(t) = 1, A(x) = 
1, 与 定额 参加 年 龄 精算 成 本 方法 相 联系 的 积存 范 数 M(x) = 
laza lara ( 参见 例 14.4.1) S 

(1) 找 出 入 ， 

(2) 当 (aF)(0) = 0 时 计算 {aCy{0) 


" 404 - 


R: 公式 (14.3.2) 对 平稳 情形 给 出 ， 对 所 有 也 
Tp(t) = fu(r lla, 


于 是 由 (14.5.17) 





(Pa)lt) = T e75) Fan(r dpa, (l1 一 “ar jdz， 


ae 


3 
| 
鱼 


根据 M(x) = mtZ) = z—alie/Agzna Æ (14.5.4) 得 





r r—-atia 
Pít) =| e 2) Fun edn = — 


a:r— al 


进而 (14.7.4) 给 出 





a) = “pay Nea abode 
fa lapp gO 
fF ldz 
以 及 六 一 1/a， 


(2) 将 (14.5.1) 代入 (14.7.5) 得 


r e 一 和 rr 十 人 
aoyo) = 一 下 
fuw(r jl, aa, fe Lar 


T — 
Í; lz Gr: F E] dx 


514.8 AKAMA ARAB 


这 节 讨 论 与 退休 群体 相 联 系 的 基金 累 税 理论 中 的 几 个 函数 ， 
WSR AWA > 来 表示 涉及 退休 群体 。 
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一 ， 未 来 受益 的 精算 现 值 (rA)(t) 

在 时 间 tt oh Ew ec Bat de Zi AY l(et- a+ adr 个 
成 员 在 r-r 年 之 前 退休 (2 > r), 退休 时 的 初始 退休 人 金 年 率 为 
fwlr)jglt 一 十 ?7) 。 对 还 活着 的 退休 者 的 每 单位 初始 退休 人 金 ， 剩 
余 的 精算 现 值 为 


on) t 
a = | ey) Edy r>, (14.8.1) 
T SLE 


其 中 sy) 是 仅仅 基于 死亡 的 单 重 损 因 生存 函数 。 于 是 
CAD =f e,t—2 +a)fw(r)g(t~ 2 + r)ahdr, (14.8.2) 


# (14.2.1) 可 知 lz,t -£ +a) = n(t—2 +a)s(x), H (14.8.1) 
代入 可 将 (A(t) 写成 二 重 积分 的 形式 ， 


TAH = f ” nit-s+a)fw(r)glt-r+r)| f ~ etw- hy) s(ydylde. 

i i (14.8.3) 

与 假设 M(z)= lr > r 相 适 应 ， 在 时 间 + 对 封闭 的 退休 者 

群体 而 言 没有 未 来 正规 成 本 。 这 样 ， 相 应 于 退休 成 员 的 精算 积存 
负债 等 于 他 们 的 未 来 退休 爹 精算 现 值 ， 即 


(rV)(t) = (rA Xi). (14.8.4) 


这 写 有 关 在 职 成 员 的 式 (14.5.19) 形成 对 照 。 

一 : Smet BÜ) 

对 退休 成 员 有 一 个 新 的 函数 需要 考虑 ， 那 是 在 时 间 t 的 受益 
支付 率 Bf) 。 在 建立 退休 者 末 来 受益 精算 现 值 的 式 (14.8.2) 过 
程 中 ， 可 以 看 到 现 龄 介 于 之 与 x 十 dz MIRAE MRSA & 
APRA Lz,t 一 z 一 Q)fw(r)jglt 一 x 十 7r)dz 。 在 年 龄 z, 这 一 支付 
率 由 因子 Ate) de, A 


B(t) = [Ux -2 +a)fw(r)g(t— z +r)h(z)dz. (14.8.5) 


-JGB 


用 (14.2.1) 可 得 出 BY) 的 另 一 形式 
Bt) = [ n(t—x2+ajg(t—xt+r)fwirjs{xjh(x)de. (14.8.6) 
对 (14.8.6) 给 出 的 BA) 求 导 ， 可 得 


SBE) = f7 feolr)sla)ha) a lt- z+ adglt — 2 + r)dz 


- -S fo(r)s(x) hl r)i — x +a)g(t - z£ + + ride 

= —fwir)s ee -gz + agt- r +r) ia 
+f fulr)n(t— 2+ agt- z +r)[s(@)A(z) 
oea 

= [fwlr)ii{r,t— r+ agit) 
一 人 fw{riH(zt— r + agit- zr + r)h(z}Hade] 


+ 人 fw(r(a,t-2+a)glii-a,)h'(ajdx. (14.8.7) 


EREDT SARTRE # A Y (replacement effect), 
第 一 项 是 新 退休 成 员 的 初始 退休 人 金 导 致 的 受益 支付 ( 率 ) 增长 的 
Bik, 第 三 项 是 在 时 间 t 死亡 导致 的 受益 支付 CR) 下 降 的 变化 
R. 方 插 号 之 外 的 项 为 调整 影响 (adjustment effect), 它 衡量 在 时 

fm TOR A H E 

=. SHAE 

至 此 , 我 们 可 以 对 退休 群体 写 出 有 关 在 职 群体 的 (14.5.10) 类 
似 的 公式 ， 


Tp 人 + é(rV)(t) = BO) +a d zlr Vt }, (14.8.8) 


这 个 方程 可 根据 复 利 理论 来 论证 ， wy ) 可 看 作 是 一 项 基金 ， 
其 来 源 为 期 本 基金 累积 成 本 与 利息 ， 其 支出 为 退休 金 支付 。 总 的 
BLA FR Af Sc WE? de ROE TO BY AR 
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对 (14.8.8) 的 验证 可 通过 对 (14.8.3) 给 出 的 (rA)(t) = (rV) 
求 导 得 出 : 
dv = f° foet- e+e) 
es suru) dylan 
= Fete J eH) s(yh(y)dyl 


[nt —~a+ajg(t-x+r)|dz 
= -folrat z+ agt- +) 
人 hd 


Ji (6 [ve ey Ts(y)h(y)dy — s(x) h(x)] 
nlt - z +a)glt -x +r)dzj 
= TP) +6(rV)() - BO), 


其 中 使 用 了 (148.6) 得 出 B(t) . 
例 14.8.1: 对 指数 情形 验证 
(1) B{t + u) = eB{t), p=t+R, (14.8.9) 
(2) (rV )(t + u) = e” V t} 。 (14.8.10) 
(3) TP + 6(rV\(t)= B), @=6-p, (148.11) 
(4) # 0 > 0, WT P(t) < Bid). 


#0 =0, W TP(t) = Bt). (14.8.12) 
#9 <0, M TP(t) > B(t). 
解 : 


(1) 根据 (18.8.6)， 


a 
Bit+tu) = | neRitu-ata) tlttu-etr) tri(p)s (xe) dx 


+ 468 - 


Are os A 


= ettu [ ne®lt-z+o) ertet) tun(r) s(x)? da 
= e"B(E). 


(2) 代入 (14.8.2) 并 按 (1) 相同 的 方式 可 得 所 需 结果 。 
(3) 将 (14.8.10) 改写 成 


(eV (f+ + —(r¥V )(t) 


1 


- rO) 


Fu rvs : 
= V(t) = plrV)(t), (14.8.13) 
代入 (14.8.8) 便 得 出 (3) 的 结果 。 
(4) 这 些 不 等 式 是 (14.8.11) 的 直接 推论 ， 这 里 ， 指 数 情 形 中 
0 二 4 一 7 一 民 仍 起 着 关键 的 作用 。 
例 14.8.2: 如 果 计 划 在 固定 薪水 及 定额 退休 人 金 的 平稳 人 口中 
运作 ， 建 立 并 解释 公式 
(rV) = fol (14.8.14) 
解 : 将 h(x) = g(t) = 1, 0 = 6, B(t) = fuw(r)T,, TP(t) = 
fw(rji-a, RA (14.8.11) 可 得 (14.8,14) 。 为 解释 这 个 结果 ， 注 意 
到 在 平稳 人 口中 ,每 年 fwr) 的 退休 金 向 所 有 年 龄 为 > 岁 或 更 高 
的 退 体 者 连续 支付 。 这 包括 了 每 年 以 年 率 心 成 为 退休 成 员 的 未 来 
新 退休 者 的 退休 金 , 这 些 未 来 退休 金 支付 形成 更 值 为 Jwr a /6 
的 永和 久 年 金 。 以 上 两 个 永久 年 金 的 现 值 之 车 就 是 现 龄 为 ORE 
遍 的 参加 者 构成 的 封闭 群体 的 未 来 退休 人 金 现 值 ， 即 (rV)(#) 。 


814.9 RAR RR SRAM RK A LR 


fe §14.5 5 $14.8 中 , FREE A 5B hae Ah eT 
基本 了 明 数 。 在 很 多 情况 下 这 是 有 用 的 区 分 。 对 这 两 个 群体 而 言 ， 
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官 理 体 制 、 精 算 估 价 问题 乃至 投资 政策 可 能 部 是 不 同 的 。 然 而 在 
罗 外 一 些 场合 ,将 在 职 与 退休 成 员 混合 在 一 起 的 群体 的 有 关 基 本 
ba SX de AAW zh 9 a 

混合 群体 有 洋基 本 精算 函数 是 §145 中 有 关 在 职 成 员 的 基本 
明 数 与 814.8 中 有 关 退 休 成 员 的 基本 函数 之 和 。 这些 函 数 概括 在 





R 14.9.1 F, 
表 14.9.1 ”退休 金 计划 中 有 关 在 职 成 员 、 退 休 成 员 
及 混合 成 员 群 体 的 精算 函数 
pa A 在 职 iB fk 混合 
vhannag (AN) (AM) AG) = (AV) + (ray 
正规 成 本 率 Pit) 0 P(t) 
RAW GE fA fk (aV i(t) (rv) Vit) = (aV) (t) + {rV yt) 
未 来 正规 成 本 的 
anan PaM o (Pa)(t) 





我 们 可 根据 在 职 成 员 的 收入 分 配方 程 (14.5.10) 与 退休 成 员 
的 收入 分 配方 程 得 出 混 侣 群体 的 收入 分 配方 程 


号 六 的 = P(t) + 6V(t) — Bit} (14.9.1) 


或 者 1 
P(t) + 6V(t) = B(t) + =, Vit). 

在 这 个 方程 中 ， 进 入 基金 的 正规 成 本 与 利息 收入 被 分 配 于 退休 会 
受益 支付 与 精算 积存 负债 的 变化 。 

为 了 对 混合 群体 得 出 在 综合 基金 累积 下 的 有 关公 式 ， 假 定 退 
休 成 员 的 退休 人 金 已 得 到 完全 累积 ， 即 (rV)(t) = (xrF)(t) 。 于 是 
(14.7.1) 可 作为 对 所 有 成 员 的 未 累积 精算 负债 而 改写 成 

Ut) V(t) -— P(e) 

(aV)(f) + (rV)(t) — (aF) (t) — (rE X(t) 
(aU }(t). (14.9.2) 


| 


| 


l 
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而 且 ， 鉴 于 对 退休 成 员 不 存在 柄 出， 所存 成 员 的 本 出 率 Ctti 等 
于 在 职 成 员 的 本 出 率 (acCjttj 。 这 样 (14.7.3) 可 改写 成 


C(t) = P(t) HAGUE). (14.9.3) 
当 A(t) = 1/a(t) it, BEHERA 
Cit) = P(tja(t}) + V(t) — F(t) 
= ——_—. (14.9.4) 
因此 ， Æ (rF)(t) = (rV) 的 情况 下 ， (14.7.5) 给 出 的 由 在 时 间 t 


的 在 职 成 员 确 定 的 综合 成 本 方法 结果 ， 等 价 于 (14.9.4) 给 出 的 由 
所 有 成 员 确 定 的 结果 。 


习题 
814.2 
1， 一 个 平稳 人 口 ， 其 标准 工资 率 为 w, 求 它 的 工资 额 函 
HWE), 
§14.3 


2. 在 指数 情形 下 ， 求 工资 额 函数 W(t). 
3. 假设 在 时 间 t+ 退 休 的 和 A， 其 退休 收入 的 初始 年 率 为 


f ri 
Z J vlr- t+ waluddy O<b<r—a. 
BRET MLE RAR, WP BYERS PIA i 

上 的 受 蔓 定义 ， 
a. 证 明 时 间 tt 时 的 初始 受益 率 为 


5 
Lf wir — z)g(t — zdz. 
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b. 写 出 时 间 t 时 的 期 末 基 金成 本 率 的 公式 。 
c. BF fF] 14.3.1 。 

4. 在 时 间 t+ 退休 者 的 退休 收入 初始 年 率 为 cl 一 Qjiwe .该 
模型 计划 的 其 它 方面 保持 不 变 。 对 建立 在 服务 年 限 科 最终 工资 标 
准 习 积 基础 上 的 该 初始 受益 率 ， 

a 求 时 间 时 的 期 未 基金 成 本 率 公式 。 
b. 重 解 例 14.3.1 。 

5. $ s(x) = e-*(?- 外 ,a <a <r, ERMA PR TPC). 

§14.4 

6. 在 期 末 基 金 情 形 下 求 Miz), 

614.5 

7. 由 习题 5 中 mm(z) =1/(r 一 a) 时 的 假设 求 P{t)， 

R. a. 证 明 


ayy =f" “eT Pay 


b. 对 (a) PAFRE, UASH 14.5.1 的 万 一 解法 。 
5, ef XO) = [Tef m(x)dr A p= f om(a)dz, 证 明 
a. 4H F>0, WW XA >p, 
b. #0<0, WM X(@) <p, 
提示 : 用 Jensen 不 等 式 | 
10. 在 指数 情形 下 ， 证 明 
a. P(t) = TP (t) exp{—6[r — X(#)}} 。 
b. (aV yt) = *P( ie = Pl) 8 — Bp 。 
11. 
a. 若 习 题 10 中 的 模型 计划 是 在 g= 1 的 平稳 人 口中 实 
， 则 其 公式 会 有 什么 变化 ? 
b. # 0=ċ8-p=0, JE 10 中 的 公式 怎样 变化 ? 
12. a. 求 适 用 于 在 时 间 u 进入 者 的 全 部 工资 的 正常 成 本 率 
rt 。 假 设 该 模型 计划 的 其 它 方面 没有 变化 。 


uy 
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b. H (a) 中 的 结果 ， 求 miz u) MAR. 
13. a. 对 模型 计划 证 明 


P(t) = fw(ris(r)a® [ ee-e g(t +r- rnit- r+am(r)dr. 
b. # g(t) = 1,n(t) = la, HEH 
P(t) = fwir) J lure Bra mr)dr, 


其 中 pesë COWHER RRA sic), 利息 效力 为 6， 
14. # g(t) =e" n(t}=i, H 


加 w(x je" 
miz) 一 f wlyjeT¥dy’ 
iE BY 
P(t +u) =e "P(t). 
$14.6 


15. 假设 在 时 间 t+ 时 年 龄 为 c 者 的 计划 初始 退休 受益 率 为 
fwlriglt +r — z), A t 时 在 年 龄 到 Zz 十 dz 之 间 的 人 数 为 
nt—z+a)s(r)dr 。 

a. 证 明 (14.5.1) 给 出 的 (aA)(t) 等 于 
f fu(rjg(é +r — ejnt- 2 + ajs(z)(aA)(x)dz. 
b. 证 明 (14.5.4) BM P(t) 等 于 
f Foal +r- anl- z +.0)s(2)P(x)de 
c. 证 明 (14.5.8) 给 出 的 (aV)(t) 等 于 


f Fw(rjg(t +r- rn(t — £t + a)s(z}(aV {r)dzr. 
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d. GEAR (14.5.17) 给 出 的 (Pa)(t) 等 于 
[ fw(r)glitr—- rynt- r+ a)s(z)(Pa)(e)dz 


16. 证 明 公 式 (14.6.11) 。 
814.7 
17. 证 明 f 
a. - h = -dy = log "g. 
b. — fo z = dy = og a 
18. a. 在 指数 情形 下 导出 alt) 的 简化 公式 。 
b. 在 指数 情形 ， 当 98=5~p= 0 时 ，alt) 变 成 什么 ? 
814.8 
19. 在 指数 情形 下 ， 证 明 Bt) = TPW)al/at, RS 


ri 并 








T? 一 | ~ oo (-BMe—7) s(x) da 
r s(r) 


附录 1 IER AAR 


1 a 1 
(zx) 一 zj. ea du 





F E RRE E SH HAREM HHS 
0.800 0.850 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 






















0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 3.576 
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附录 2 


示例 表 


A. 示例 生命 表 
KARR 

Ei lz d- 10009, 
0 100000.00 2042.1700 20.4217 
1 97957.83 131.5672 1.3431 
2 97820.26 119.7100 1.2237 
3 97706.55 109.8124 1.1239 
4 97596.74 101.7056 1.0421 
5 97495.03 95.2526 0.9770 
6 97399.78 90.2799 0.9269 
T 97309.50 86.6444 06.8904 
8 97222.86 84.1950 0.8060 
9 97138.66 82,7816 0.8522 
10 97055.88 §2.2549 0.84765 
11 96973.63 82.4604 0.8504 
12 96891.16 83.2842 0.8596 
13 J6807 .88 84.5180 0.8730 
14 967 23.36 86.0611 0, 8898 
15 96637.30 87,7559 0.9081 
16 96549.54 89.6167 0.92872 
17 96459.92 91.6592 0.9502 
18 96368. 26 93.9005 0.9744 
19 96274.36 96.3596 1.0009 
20 $6178.00 99.0569 1.0299 
21 96078.95 102.0149 1.0618 
22 95976.93 105.2082 1.0967 
a3 95871.67 108.8135 1.1350 
24 95762.86 112.7102 1.1770 
25 95650.15 116.9802 1.2230 
26 95534.17 121.6585 1.2735 
2T 95411.51 126.7830 1.3258 
28 95284.73 132.3953 1.3895 
29 95152.33 138.5406 1.4560 
30 95013.79 145.2682 1.5289 
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Fi 
3l 
32 
33 
a4 
35 
36 
a7 
38 
39 
40 
Al 
42 
43 
d4 
45 
AG 
47 
48 
49 
30 
2l 
D2 
D4 
od 
55 
96 
De 
DA 
59 
p0 
el 
G2 
63 
64 
G5 
66 
57 
Ts 
69 
TQ) 


be 
94868.53 
y47to.89 
94309.20 
94485.70 
94206.55 
94016.86 
93515.64 
93601.83 
93374.25 
g3l3l.64 
92872.62 
92595.70 
92299.23 
91981.47 
91640.50 
91274.25 
posg. 4E 
90456.78 
90000.55 
$9509.00 
88979.11 
88407.68 
$7791.26 
87126.20 
$6408.60 
85634.33 
$4799.07 
Sa898 25 
$2027.11 
R 1880.73 
80754.0] 
(9541.78 
18238. 78 
16839.78 
75339.63 
73733.37 
12016.33 
70184.31 
GR243.66 


66161.54 21935.4578 


dz 
152.6317 
160.6896 
169.5052 
179.1475 
189.6914 
201.2179 
213.8149 
227.4775 
242.6085 
259.0186 
270.9271 
296.4623 
317.7619 
340.9730 
366.2529 
393.7687 
423.0978 
456.2274 
491.5543 
a29 8844 
571.4316 
616.4105 
665.0646 
717.6041 
1 74,2626 
835.2636 
900.8215 
971.1358 
1046.3843 
1126.7146 
1212.2344 
1302.9994 
1399.0010 
1500.1504 
1606.2618 
1717.0334 
1832.0274 
1950.6476 
2072.1177 


10009, 
1.6089 
1.6965 
1.7927 
1.8980 
2.0136 
2.1402 
2.2791 
2.4313 
2.5982 
2.7812 
2.9818 
3.2017 
3.4497 
3.7070 
3.9966 
4.3141 
4.6621 
5.04.36 
5.4617 
5.9199 
6.4221 
6.9724 
7.5755 
8.2364 
8.9605 
9.7538 
10.6230 
11.5752 
12.6181 
13.7604 
15.0114 
16.3813 
17.8812 
19.5231 
91.3203 
24.2871 
25.4391 
27,7932 
30.3680 
33.1833 
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> ATR ， 


iF iè 
71 
T2 
T3 
T4 
75 
76 
TT 
78 
T9 
SD 
Si 
Ra 
83 
&4 
&5 
86 
87 
as 
ag 
90 
St 
92 
J3 
J4 
95 
96 
97 
98 
99 
t00 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
1i0 


l 
63966.08 
61646.62 
59203.93 
56640.50 
53960.80 
51171.51 
48281.81 
45303.60 
42251.62 
39143.64 
36000.37 
32845.41 
29704.95 
26607.34 
23582.45 
20660.90 
17872.99 
15247.58 
12810.83 
10584.91 

8586.75 
6827.07 
5309.58 
4030.72 
2979.81 
2139.77 
1488.32 
999.65 
646.17 
400.49 
237.04 
133,39 
71.01 
35.58 
16.68 
7.27 
2.92 
1.08 
0.36 
O.11 


dy 
2319.4639 
2442 6884 
2563 4258 
2679.7050 
2789.2905 
2859.6965 
2975.2164 
3051.9717 
3107.9833 
3143.2679 
3154.9604 
3140.4624 
23097.6146 
3024.3830 
1921.5530 
2787.9129 
2625.4088 
2436.7474 
e220 0244 
1995.1534 
1759.6818 
1517.4869 
1278.8606 
1050.9136 
840.0452 
601.4422 
488.0776 
jod,4741 
243.6772 
163.4494 
103.6560 
62.9746 
35.4358 
18.9023 
9.4105 
4.3438 
1.8458 
0.7163 
0.2517 
0.0793 


1000g, 
36.2608 
39,6240 
43.2982 
47.3108 
51.6911 
56.4708 
61.6840 
67.3671 
73.5589 
80.3009 
87.6369 
95.6144 
104.2794 
113.6861 
123.8867 
134.9367 
146.8926 
159.8124 
173.7934 
188.7738 
204.9298 
222.2749 
240.8589 
260, 7258 
281.9123 
304.4456 
328.5411 
353.5995 
380.2044 
408.1194 
437.2846 
467.6153 
498 9967 
S41. 2573 
964.3140 
297.8666 
631.7554 
665.7681 
699.9440 
T34.9383 





5 St 
Ope Aq T on eR eh N SH OF 


— 
bE 


pi pi pi pi pa pa. pa 
CE =] o> oo oe ow Bo 


19 


ta 
a 


上 -小 
WI 一 


Zo 


计算 基数 表 一 (:=0.06) 


D, 
16000).00 
924145.05 
87065 .03 
S20350.31 
77405.76 
7 2853.96 
68663.00 
B47 16.38 
DUHR 82 
27496.29 
34195.50 
31084.50 
18151.94 
45387 .31 
42 780.83 
4032337 
38006,.37 
Sa821 78 
$3762.02 
31819.93 
299088 TO 
26262.14 
20634.09 
20098, 94 
23651 37 
22255.45 
20999.15 
14785.29 
18649.57 
17561.00 
16542.86 
15582.61 
14675.93 
13822.07 
13015.58 
12250.76 
11549.70 
10864.21 


Ny 
1680095.45 
1580095.45 
1487682.40 
1400617.38 
£31858] .O7 
12417275.31 
1168421.35 
1099758.35 
1935041.97 

G74043.15 
916546.92 
&6236 1.42 
&11266.93 
763114.9% 
1727.68 
O74946.84 
034623. 48 
N96617.11 
H60795.53 
927033.30 
495213.37 
465224.62 
436962.47 
410328.39 
385220, 44 
361578.07 
ag924 1.72 
a1 8292.57 
298507.28 
27 9866.71 
262300.71 
245 762.85 
240 180.23 
215503.30 
201680.03 
IS8663.76 
176406.99 
164867.29 


Se 
27526802.64 
2584670719 
24266611 .74 
2277892933 
21378311 .96 
20059730.89 
18818455.57 
1765003422 
16550275.88 
15615234.91 
14541190.76 
13624643,84 
12762292.41 
11931025.49 
11187910.80 
10470182.82 

9795235 .07 
9160612.50 
865995 .39 
S003200.06 
7476166. 76 
6980955.38 
6515728 .77 
b078766.29 
9668437.91 
9283708 46 
4921630.39 
45823358 .67 
4264046 .10 


S9HS5S8.83 ， 


$685672.11 
3423366.40 
$17 7603.46 
2947423.33 
2731920.02 
2530239.39 
2341575.63 
2165168.64 
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FR 
38 
3g 


Dy 
10224.96 
9622.73 
9054.46 
8518.19 
8012.06 
T7934.35 
7083.41 
6657.69 
6255 74 
0876.18 
5017.72 
5179.14 
4859.30 
4557.10 
4271.55 
4001.66 
3746.55 
3905.37 
3277.32 
3061.66 
2857.67 
2664.71 
' 2482.16 
2309.44 
2146.01 
1991.37 
1845.06 
1706.64 
1575.71 
1451.96 
1334.88 
1224.32 
1719.94 
1021.49 
928.72 
341.44 
759.44 
682.56 
610.64 
m43.54 


Nz 
154004.08 
143779.12 
134156.39 
125101.93 
116583. 74 
10857 1.68 
101037.33 

93953.92 
87296.23 
81040.49 
T5164.31 
69646.60 
64467.45 
99608.16 
05051.05 
90779.51 
40777,85 
43031.29 
39525.92 
36248.59 
39186.93 
30329.26 
27664.55 
20182.39 
22872.95 
20726.94 
[8735.57 
16890.50 
15183.86 
13608.15 
12156.25 
10821.37 

9597.05 

8477.11 

7455.62 

6526.90 

0685.46 

4926.02 

4243.47 

3632.83 


Sz 
2000301.35 
1846297 ,27 
1702518.14 
1568361.75 
1443259.82 
1326676,07 
1218104.40 
1117067.07 
1023113.15 

935816.92 
854776.435 
779612.12 
709965.52 
645498 07 
585889.91 
a308S8.86 
480059 .35 
433281.51 
390250.21 
3907 24.30 
314475.71 
281288.77 
250959.51 
22329497 
198112.58 
175239.63 
1$4512.69 
135777.13 
118886,62 
103702.76 
90094.61 
77938.36 
67216.99 
57519.94 
49042.83 
41587 .20 
35060.30 
29374.84 
24448.82 
20205.36 


100 
101 
102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 


Ny 
3089.29 
2608.14 
2184.81 
1814.82 
1493.80 
1217.49 

981.75 
782.54 
615.97 
478.30 
365.95 
275.52 
203.85 
147.98 
105.23 
73.16 
49.63 
32.78 
21.02 
13.06 
7.84 
4.53 
2.01 
1.33 
0.67 
0.32 
0.14 
0.06 
0.02 
0.01 
0.00 
0.00 
0.00 


Sx 


16572.53 
13483.24 
10875.10 


&690.28 
6875.46 
5381.66 
4164.17 
3182.42 
2399.88 
1783.90 
1305.60 
939.66 
664.13 
460.28 
312.30 
207.07 
1233.92 
84.29 
oL.ol 
30.49 
17.43 
9.59 
2,06 
2.06 
1.23 
0.56 
0.24 
0.10 


0.04 


0.01 
0.00 
0.00 
0.00 
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+t 


p= jei pe pb pi pl fet 
T D-4 Oo e O e he C EJT U h uwun ole 


Bo bo bo 
bo = & 


Da oo ta Dò Dò Oo Oe Ge bI BO BS bò bò OBS bo 
~ oO) Ct wm OO be Re Oo oo 8] ob ot om he 


计算 基数 表 二 (i=0.06) 


Cn 
1926.5755 
117.0943 
100.5108 
86.9817 
76.G003 
67.1493 
60.0413 
54.5618 
49.8949 
46.2248 
43.4309 
40.9833 
39.0469 
37.3824 
35.9103 
34.0448 
33.2805 
32.1122 
31.0353 
30.0454 
29.1381 
28.3097 
27.0063 
26.8746 
26.2613 
25.7134 
20.2281 
24.8026 
24,4344 
24.1213 
23.8610 
23.6514 
23.4906 
23.3767 
23.3080 
23.2829 
23.2997 
23.3569 


Maz 
4900.2575 
2973.6821 
2856.0877 
2756.0769 
2669.0952 
2593.0949 
2525.9455 
2465.9043 
2411.5425 
2361.7076 
2315.4828 
2272.1519 
2231.1687 
2192.1218 
2154.7394 
2118.8291 
2084.2843 
2051.0038 
2018.3916 
1937.8563 
1957.8109 
1928.6728 
1900.3631 
1872.8068 
1545.9322 
1819.6709 
1793.9575 
1768.7294 
1743.9268 
1719.4924 
16925.3741 
1671.5100 
1647.8586 
1624.3680 
1600.9913 
1577.6833 
15534.4004 
1531.1008 


Hz 
121974.5461 
117074.2886 
114100.6065 
111244.0188 
108487.9418 
105818.8466 
103225.7518 
100699.8062 

98233,9020 
95822.3595 
93460.6519 
91145.1691 
88873.0172 
86641.8485 
84449.7268 
82294.9874 
80176.1583 
78091.8740 
76040.8702 
74021.9786 
72034.1223 
70076.3114 
68147.6386 
66247.2755 
643744687 
62528.5365 
60708.8656 
58914.9081 
57146.1787 
55402.2519 
53682.7595 
51987.3884 
50315.8784 
48668.0198 
47043.6517 
45442.6604 
43864,9771 
42310.5767 


Cy 
23.4531 
23.5869 
23.7869 
23.9618 
24.2001 
24.4706 
24.7717 
25.1022 
25.4604 
25.8449 
26.2539 
26.6857 
27.1383 
27.6095 
28.0972 
28,5988 
29.1113 
29.6319 
30.1571 
30.6831 
31.2057 
31.7204 
32.2223 
32.7057 
33.1646 
33.5925 
33.9824 
34.3265 
34.6167 
34.8444 
35,0005 
35.0755 
35.0597 
34.9434 
34.7168 
34.3706 
33.8959 
33.2850 
32.5312 
31.6300 


Ma 
1507.7439 
1484.2907 
1460. 7035 
1436.9459 
1412.9851 
1388.7850 
1364.3144 
1339.5427 
1314.4406 
1288.9801 
{1263.1352 
1236.8813 
1210.1957 
1183.0574 
1155.4479 
1127.3506 
1098.7519 
1069.6405 
1040.0086 
1009.8515 

979.1685 
947.9628 
916.2423 
884.0201 
Sol.3144 
815.1495 
T84.5573 
?750.5749 
716.2484 
681.6317 
646.7873 
611.7868 
576.7113 
941.6516 
206.7052 
171.9914 
437.6208 
403.7249 
370.4400 
337.9087 


Rr 
40779.4760 
39271.7321 
37787.4414 
36326.7375 
34889.7907 
33476.8056 
32088.0206 
30723.7061 
29384, 1634 
28069.7229 
26780.7427 
25517.6075 
24280.7262 
23070.5405 
21887.4731 
20732.0252 
19604.6746 
18505.9227 
17436.2822 
16396.2736 
15386.4221 
14407.2536 
13459.2908 
12543.0485 
11659.0284 
10807.7140 

9989.5642 
9205.0069 
454.4320 
778.1836 
7G56.5518 
6409, 7645 
5797.9777 
5221.2663 
4679.6147 
4172.9065 
3700.9152 
3263.2044 
2800.5695 
2489.1295 
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100 
101 
102 
103 
14 
105 
106 
107 
108 
109 
110 


Cs 
30.5786 
29.3171 
28.0269 
26.5407 
24.9234 
23.1918 
21.5654 
19.4675 
17.5254 
15.5697 
13.6329 
11.7485 

9.9494 
8.2660 
6.7248 
9.0465 
4.1449 
3.1256 
2.2867 
1.6183 
1.1043 
G.724] 
0.4545 
0,2719 
0.1543 
0.0827 
0.0416 
0.0196 
0.0085 
0.0034 
G.0012 
0.0004 
0.0001] 


Mz 
306.2787 
270.7002 
246.3230 
218.2941 
191.7534 
166.8300 
143.6382 
122.2729 
102.8054 

85.2799 
639.7102 
36.0773 
44.3288 
34.3795 
26.1135 
19.3887 
14,0421 
9,8973 
6.7716 
4.4850 
2.8667 
1.7624 
1.0384 
0.5839 
0.3120 
0.1577 
0.0749 
0.0333 
0.0138 
0.0052 
0.0018 
0.0006 
0.0002 


fis 
2151.2204 
1844.9421 
1569.2419 
322.9188 
1104.6247 
912.8713 
740.0413 
602.4031 
480.1303 
S77 .3249 
292.0449 
222 .ddd7 
166.2574 
121.9286 
87.5491 
61.4356 
42.0469 
28.0048 
18.1075 
1.3359 
6.83509 
3.9842 
2.2218 
1.1834 
G.5995 
0,2875 
0.1299 
0.0549 
0.0216 
0.0079 
0.0026 
0.0008 
0.0002 


一 -一 一 一 一 一 一 一 
1000 Azz 


净利 缴 保费 表 【i=0.06， 


ff 1000A; 1000("A, 
0 49.0026 25.9210 
1 32.1782 8.8846 
2 32.8098 8.6512 
3 33.5958 8.5072 
4 34.5265 8.4443 
5 35.5931 8.4548 
6 36.7876 8.5311 
7 38.1032 8.6667 
8 39.5342 8.8554 
9 41.0759 9.0918 

10 42.7246 9.3713 
11 44.4783 9.6903 
12 46.3360 10.0462 
13 48.2981 10.4373 
14 50.3669 10.8638 
15 52.5459 11.3268 
16 54.8404 11.8295 
17 57.2558 12.3749 
18 59.7977 12.9665 
19 42.4721 13.6080 
20 65,2848 14.3034 
21 68.2423 15.0569 
22 71.3508 15.8730 
23 74.6170 16.7566 
24 78.0476 17.7128 
25 81.6496 18.7472 
26 85.4300 19.8657 
27 89.3962 21.0744 
28 93.5555 22,3802 
99 97.9154 23.7900 
30 102.4835 25.3113 
31 107.2676 26.9520 
32 112.2754 28.7206 
33 117.5148 30.6259 
34 122.9935 32.6772 
35 128.7194 34.8843 
36 134.7002 37.2574 
37 140.9437 39.8074 


86.7274 
53.6740 
54.3660 
55.3072 
56.3060 
57.9349 
EGINA, 
61.4055 
63.4258 
65.6157 
67.9626 
70.4655 
73.1176 
T5970 
78.8643 
81.96432 
85.2203 
88.0424 
92.2366 
96.0099 
99,9697 
LO04.12354 
108.4786 
113.0429 
117.8241 
122.8299 
128.0682 
133.5468 
139.2737 
145.2554 
151.5028 
158.0203 
164.8162 
171.8977 
179.2716 
186.9444 
194.9221 
203.2104 
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38 
39 
40) 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
ol 
52 
53 
bd 
bo 
o6 
ör 
ia: 
59 
60 
61 
62 
63 
bd 
65 
66 
ov 
53 


147.4572 
154.2484 
161.3242 
168.6916 
176.3572 
184.3271 
192.6071 
301.2024 
210.1176 
219.3569 
228.9234 
238.8198 
249.0475 
259.6073 
270.4988 
281.7206 
293.2700 
305.1431 
317.3346 
329.838] 
342.6453 
355.7466 
369.1310 
382.7858 
396.6965 
410.8471 
425.2202 
439.7965 
454.5553 
469,4742 
484,5296 
499.6963 
514.9481 
530.2574 
545,5957 
560.9339 
576.2420 
591.4895 
606.6460 
621.6808 


427.5455 
45.4833 
48,5332 
52.0077 
55.6199 
59.4833 
63.6117 
68.0193 
72.7205 
77.7299 
83,0624 
&8.7329 
94.7561 
101.1469 
107.9196 
115.0885 
122.6672 
130.6687 
139.1053 
147.9883 
157.3280 
167.1332 
177.4113 
188.1682 
199.4077 
211.1318 
225-5401 
236.0299 
249.1958 
262.8299 
270.9212 
291.4559 
506.4572 
321.7850 
337.5361 
353.6443 
370.0803 
386.8119 
403.8038 
421.0184 


211.8144 
220.7486 
229.9867 
239.5619 
249.4664 
209.7015 
270.2677 
281.1642 
292.3892 
303.9398 
315.8114 
327.9986 
340.4941 
393, 2895 
366.3746 
379.7377 
393.3656 
407.2435 
421.3546 
435.6810 
450.2029 
464.8990 
479.7465 
494.7213 
209.7977 
924.9491 
540.1477 
Bao .3647 
570.5707 
585.7456 
600.8289 
615.8203 
630.6790 
649.3750) 
659.8785 
674.1606 
688.1934 
701.9503 
715.4057 
Tas. od62 


Lv -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


zi  1000A, 1000(0 As) 1000As2 
78 636.5634 438.4155 741.3197 
79 651.2639 455.9528 753.7304 
8) 665.7528 473.5861 765.7683 
81 680.0019 491.2699 777.3999 
82 693.9837 508.9574 788.6175 
83 707.6723 526.6012 799.4102 
84 721.0431 544.1537 809.7690 
85 734.0736 561.5675 819.6876 
86 746.7428 578.7956 829.1617 
87 759.0320 595.7923 838.1892 
88 770.9244 612.5133 846.7701 
89 782.4056 628.9163 854.9607 
gü 793.4636 644.9612 862.6027 
81 804.0884 660.6105 869.8636 
g2 814.2727 675.8298 876.6969 
93 824.0111 690.5878 883.1102 
G4 833.3008 704.8566 889.1137 
G5 842.1409 718.6116 894.7179 
96 850.5327 731.8322 899.9341 
Q7 858.4792 744.5012 904.7742 
98 865.9855 756.6050 909.2506 
99 873.0581 768.1335 913.3762 
100 879.7048 779.0800 917.1648 
101 885.9349 789.4411 920.6266 
102 891.7587 799.2165 924.7777 
103 897.1875 8084086 926.6301 
104 902.2338 817.0230 929.1969 
105 906.9105 825,0679 931.4911 
106 911.2323 832.5543 933.5261 
107 915.2179 839.5011 985.3151 
108 918.8880 845.9270 936.8720 
109 922.2735 851.8502 938.2110 
110 925.3803 857.1563 939.3470 
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30 100000 100 19990 一 - 1.90 
3] 79910 80 14376 — — 了.06 
32 65454 T2 9858 一 - 1.13 
ad 55524 6] 9702 — - 1.20 
34 49761 60 3971 一 - 1.25 
J5 45730 64 26083 46 - 1.36 
36 42927 64 1927 43 - 1.44 
ar 40893 65 1431 45 - 1,64 
38 39352 71 1181 47 - 1,63 
39 36053- T72 959 49 ~ L74 
40 36943 T8 813 52 - L85 
At 36000 83 T20 od - 1,96 
42 35143 91 633 oG - 2.09 
43 $4363 96 900 JA - 2.22 
44 33659 164 505 61 — 2.36 
45 32989 112 462 66 -= 2.51 
46 323549 123 421 iL — 2,67 
A? 31734 133 413 79 — 2.84 
48 $1109 143 373 aT - 3.02 
49 30506 156 336 U5 — 3.21 
50 29919 168 299 102 — 34l 
aL 19350 182 293 112 - 3.63 
52 28763 198 209 121 - 3.86 
a3 28185 209 #1 132 ~ 4,10 
54 27593 226 218 143 — 4,35 
D5 27006 240 213 {57 4,62 
56 26396 259 182 169 ~ 491 

T 29786 276 178 183 - 2.2] 
a8 29149 297 148 199 - §,53 
og 24505 316 120 213 — 95.86 
60) 23856 313 一 - 3552 6.21 
61 19991 298 一 一 1657 6.56 
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符号 

a 

a(t) 

a(x} 

Qe Cz 
AR» AT Gz 
ay 

=j 

Bit, Arpt 
aim) 

TH 

olm) aim 
a, aim 
Ag: , On 

J 

Gens Gr: 
oim) {mi} 
Oo Al C FI 
oo gh) 
zl? 工 :1| 


re yr, min fz 


nl@z: m|n@z 


oim) 
Any Urly 1 


aryl rats 


MY SK 3 


0 =+ 
zy: 


pim) 
ly 


(aA)(x), (aV je) 


(a A)(x) 


侍 号 索引 


章节 
§14.2 
§14.7 
81.5 
83.4 
§3.3 
§14.3 
§8.2 


§3.5 
§3.9 
§3.4 
83.3 
§3.9 
§11.2 
63.4 
§3.3 
§3.5 
$6.7 
$6.5 
$12.6 
$12.2 
614.6 
814.5. 


(aC)(x), (aF)(x), (aU)(z}14.7 


— 1 


Aggy; Agy a 1 Azam + 


Axiant 
pAS, AS 
(AS) ath 
AAT 
(ATPO)\ash 


biu) 
by 

b s(t) 
Bo) 
Betic BY), 
Bia, ht) 
tB; 


rh 


$14.5. = 
89.5 

814.9 

82.3 

82.2. 一 
第 二 章 习 题 
54.5 

82.3 

82.2. 二 


82.2. 一 
84.7 
62,2, =, W 
66.2 

2 Ary nl $6.5 
$6.7 
§6.8 
$6.9 
§12.4 
§12.2 
§10.4, §10.5 
§8.2 
§10.2 
§8.6 . 二 


§13.3 
82.2 
§13.6 
814.8. = 
87.7 

68.6 
612.2 
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nig 
id? nd; 
Dd, 
po. DO, sp? 
pin 
ky D 
PE 
Pe) am 
(DA). a 
Th oF 


人 区 ) „p 


ER 
Eem 

= a 
Erys Cys Cay, Cry 
E, By 
peon 
nr 
(ES )otnse 
ELRA 


f 
F(t) 
pF 


810.4, §10.6 
82.6 
811.7 


§3.7 
610.2 


81.3. 一 


87.3 
£2.6 

ERT 

§3.7 
10.5 
第 三 章 习 题 
62,2. 中 
1.3. 一 


87.3 


§1.5 
§10.5 
第 一 章 习 题 
86.4 
$10.2 
§9.9 
83.2 
$8.2 
89.8 


§14.2 
§14.9 
$10.5 


teal 


一 m im alt 
Taja, GAER, Imi)” 


(TA);. (TA) m 


(TA)s: (TA)s, (I A)s 


mix), mz 


614.2 
69.2, 810.2 
69.3 


610.5 
PRYE 
62.3 

62,2, W 


67.2 
$5.3 


61.2. 
§6.3 


|u 


$1.3. 一 
1.8 


67.3 
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re( te) 614.2 
人 §13.4 
Na, Nz, NA™ §3.6 
NY? §8.7 
Pla]+r 81.8 
tHx 61.2. 二 
py” 87.2 
ph 87.5 
Pry 86.2 
‘Pry 66.3 
Pris §12.2 
P(x) 614.6 
P(t) $14.5. Z 
TP(t) §14.3 
po, ps §10.2 
Pa, Prag, Phi, Pads hPa §43 
P(y|@z) 84.3 
Pin 84.7 
(Pa}(x} $14.6 
(Pa)(ż) 7 614.5. 四 
P(n|Ga), P(A,), 
P( As) 
P(Asa), P(A,3) 
nP(As), PAra) §4.2 
Pm A), POA, a) 

PY) (Ara), $4.4 
RP (m) (Arm) 
P(A), P(A) 8§4.5 
PPH (Aaa) 
P(A P(Ag yz) $12.7 


diz +7 

A) gi, or) qs? 
i}, 

Gry k| Gay 

tiz: tl Ge 

ae, age” 

iq? 

nays niay 


Dy 
sy 
„SC 


T, T(x) 

Ta 

T(zy), T(E) 
(TPS )ain 


61.8 
£8. 


§10.5 
$6.2 
61.2. 二 
$7.2 
$7.5 
§6.8 
812.5 


§14.2 
69.8 
$10.2 
§14.8 
614.9 
89.4 
82.6 
$8.4 


§8.6 


81.2. 一 
§13.3 
§3.3 
§3.4 
88.2 
£3.7 
$10.2 


81,2. 二 
81.5 

$6.2, 6.3 
$8.4. 三 
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U(t) 


Vy 
V(t) 


k Vas k Veis k Vam? k 


h un 
pV zy VA: kV (nlr) 
Ve? 
1 
‘ayn 
ee 


r:n) 


hys M fa 
a Visas V(A,) "04 


—— 


tV (näe), V (Arm) 

V (Aam) V(A,4) 
tV (Ay), PV Aam 

tV (Az) 

tV (Aey) 

VUA), VAD, 
EVH A) 


u(r}. WE 


EWA, 

(2) 

(7129++- Em) 
(Zio Em) 


[k] 


1 
Vi 


614.9 


$2.2 
$14.9 


85.4 
§9.7 
§12.7 
85.5 
89.6 


85.2 
£5.2 
§12.7 


§5.6 


§14.2 


$10.3. — 


$1.2. 一 


§6.2 
$6.3 


§12.2 
§3.3 


$2.2 


§8.4. 一 


3, ba 

B(m) 

Boor, Brom grPr 
p(x, u) 

6, Of 


上 


An 


Hs 
be we, pl, pS? 
my e, 


layt} ' Hylt) 
p(x, u) 


itt 


$8.2.89.6 
§3.5 
89.6 
§9.9, 9.8 


69.6 
63.5 
§9.9-9.7 
$13.6 
62.2. 一 


$14.5. 二 
$5.9 


$1.2. 好 
88.2 
$7.2 


6.2, 6.3 
§13.3 
§13.5 


$14.4 


$7.2 


§13.6 


814.5. 二 
81.3. 一 


附录 4 精算 图 数 符 号 的 一 般 规 定 


.精算 函数 册 一 个 主干 符号 与 一 组 辅助 符号 来 表示 ， 这 些 辅助 
竺 号 包括 字母 ,数字 , 双 点 , B.S. K PRS BRAS, E 
Fes ARR RMS, TER LS OARS Oe 
择 与 安置 则 给 出 确切 含义 。 我 们 将 丢 括 选择 与 安置 符号 的 规则 ， 
并 在 常见 的 应 用 范围 内 举例 说 明 。 

这 个 记号 规则 起 源 与 1898 年 在 伦敦 召开 的 第 二 居 国 际 精算 师 
大 会 所 采纳 的 国际 精算 记号 TAN) 体系 , 该 体系 在 国际 精算 协会 
的 常设 精算 记号 委员 会 指导 下 定期 进行 收 正 。 JAN (International 
Actuarial Notation) 是 一 个 基本 的 原则 体系 ， 它 并 不 囊括 精算 应 
几 的 所 有 领域 。 本 书 遵 从 该 体系 的 原则 ， 并 在 需要 时 加 以 扒 广 ， 
用 以 构造 相 开 -一致 的 记号 。 
这 个 附录 对 于 本 书 中 出 现 的 符号 的 基本 型 式 为 读者 提供 一 个 
概览 。 尽管 这 是 TAN 的 一 个 很 好 的 导 引 ， AT AHI PR. 
TPA BB ab a HE BB AR PR 
Actuarial Society of America, “International Actuarial 
Notation,” Transactions, KLVIEH,1947:166-176. 
Faculty of Actuaries, Transactions, XIX,1950:89. 
Journal of the Institute of Actuaries, LXXV, 1949:121. 
MAS AAA PRS eA, WEIKKEF 
符号 ， 其 它 位 置 则 安排 上 标 或 下 标 ， 其 中 的 罗马 数字 对 应 于 本 附 
ae AY aR Fe EH 
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1 中心 


利息 理论 ; 
i 年 利率 v 年末 1 之 现 值 
ó 利息 效力 d (4877) 贴现 率 
生命 表 : 


l 期 望 生存 人 数 d 期 望 死亡 人 数 
p 生生 概率 q 死亡 概率 
BRERA m 中 位 死亡 率 
L 生存 组 在 一 段 时 间 内 的 期 望 生存 总 年 数 
T 生存 组 在 未 来 总 的 期 望 生存 总 年 数 
寿险 及 生存 险 : 
A 工 单 位 保险 的 精算 现 值 (EMEA) 
fA 初始 1 且 年 递增 1 保险 的 精算 现 值 EREA) 
DA 初始 额 等 于 期 限 且 年 递减 1 的 定期 保险 精算 现 信 
ESETEI 
E 1 单位 生存 支付 的 精算 现 值 
a 年 支付 1 生存 年 金 的 精算 现 值 
3 ”年 支付 1 生存 年 金 的 精算 现 信 
(la) 第 一 年 支付 为 1 且 每 年 递增 1 生存 年 金 的 精算 现 悄 
(Da) 第 一 年 支付 额 等 于 期 限 且 每 年 递减 1 年 金 的 精算 积累 信 
P 净 均 衡 年 保费 , fl: Pn Pa) 
V REESE, fh: vO (A 
W 用 等 于 责任 准备 金 的 解约 金 购 买 的 缴 清 保险 的 面 客 
计算 基数 ; 
问 所 有 生存 者 支付 1 的 精算 现 值 
门 所 有 在 某 年 的 死亡 者 赔付 受益 1 的 精算 现 慎 
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MELE TPE D 函数 之 和 
从 某 年 龄 开始 的 C 函数 之 和 
从 某 年 龄 开始 的 N 函数 之 和 
从 某 年 龄 开始 的 M 函数 之 和 
退休 人 金 : 
Hk RE ee 
ok ROE me AE 
. 右 下 
z,10 开始 年 齿 
Ti, I0 表示 确定 的 期 限 
ix], [35], [z] +t 方 括号 中 代表 选择 年 齿 
EYZ i yz EE AE AR 
强调 连 生 状况 
CUZ, TG a fiz 
ryz, 65 : 60 最 后 生存 状况 
a tt 右上 方 数字 不 在 方 括号 内 
HERES r 个 生存 者 状况 
右上 方 数字 ?在 方 括 导 内 时 - 
表示 恰好 ” 个 生存 者 状况 
ylz, 60/55 表示 始 于 垂 线 左边 的 状况 消 
亡 之 时 终结 于 垂 线 右边 的 状 
况 消亡 之 时 
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BA :z,5910, Ax 
Aga » 2T 


lz]+10 : 本 35 


Lys 4a25:70 
4 
co Faye A, :名 | 
lè 
azy, 4 


— J 
Ang 
a 2| 
TY 
Orly 


ty 


n,15 时 间或 期 限 (AES AO l) 20Vaoyn Pr, 
对 年 保费 P 而 言 态 不 同 于 期 限 的 缴 25 P35 39 


费 期 
m|n,m| 延迟 时 间 (BRAH) 及 期 限 (ER inde 
右边 ) 
一 竖 右 边 省 略 的 有 些 场 台 为 ] kl Ge 
5 — Eigse oo nl Gx 
IV pi 
表示 期 初 年 金 (期 末年 爹 无 网 ) 5 
” SESE SS HT BRE To BN Bl] ft Gz, Ago, 3V x 
> 完全 的 { 即 精确 地 计 至 死亡 ) Oe es 
V 右上 
(m) (12) 表示 年 支付 次 数 sE”, 4 
在 多 重 损失 模型 中 表示 损 因 或 所 apl 
有 原因 
{mm},{ 革 ”表示 期 初 比例 年 金 的 年 支付 次 数 pl veh, 
r,i 表示 特殊 的 基础 dfs, di, 


Vl 左上 
h,2 因 友 下 方 已 被 使 用 和 而 表示 缴费 其 AV 
表示 计算 时 利息 效力 为 设 定 利息 效力 FAL? üm 
的 某 个 倍数 
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第 一 章 
1.1. 
coar l — cosg sIn 次 — 
— ] — e7" ae 7 L 
1 1 1 
1+z a [+z 1+2 
1.2. 1) e xp{- eee le 7 1)} (2) exp{—uar"t"}, u = 
BA +F | 
1.3. p= =, f f(z) = ee ele P(e) 一 1 一 ez 712 
1.4. (1) fo” Hed < œ% 


(2) 对 某 些 zx (MR z = 1,2), s'{2} > 0 

(3) f° f(z)de #1 
1.5. (1) mws Om Ow Ba 
1.7. 0.0020 


1.8. f(z) = Ci(0.77107)*(0.22893}1°-*, t = 0,1,- 


E[L(65)] = 7.7107; Var[L(65}] = 1.7652. 
9. (1) 都 是 4 Q)BER (3) 都 是 一 
1.10. (1) 5q) = 0.01505, AF 5g5 = 0.00150 的 10 fF. 
(2) 0.15673 
1.13. 1436.19 
115. (1)2 (2) Bre 
1.16. (1) te (人 
1.17. (1) = (z GO! ig) ime 


12 


> a 1 


k 


m+ 


-, 10. 


9 H$ @s O: Om OF 
1.23. Baad: 0.98971 


常数 效力 : 0.98966 
Balducci: 0.98960 





1.24. (1) 77.59 (2) 29.11 
1.25. (1) 0.0440 (2) 0.0442 
1.26. 


Hayat ”常数 效力 Balducci 
(1} 0.01270 0.01262 0.01254 
(2) 0.01368 0.01377 0.01387 
(3) 0.01377 0.01377 0.01377 


1.30.(1) a/{w — x) (w — 2) /(a +1) 
1.31. (1) 0.00142 0.99867 
1.32. 0.317, 0.140 
1.33. 0.9792 
1.34. logii 一 5 x ) — log(1 — gx) 
1.35. qi, < 2gs 
1.37. (1) Ce ]- AAB log c) 
1.38. (1) 2 a = 0.07451 (2) 77.21 
_ ad 
1.39. (2) —log(1 — qer) (3) aoia) (4) ze 
B 
—i 
2.5. (2) Aya = fe Ant 
(3) EAn ,其 中 1% WE (2) 
) 


Hatn 1 





bt+prin 

(4)n= mad min Cov|[Z1, 22| = — 
2.6. (1) 0.237832 (2} 0.416667 
2.7. {1} 0.092099 (2) 0.055321 
2.8. (1) ro-ajl 一 Comes I; 

rooz; — - (Tite mor) l- ~ Too) [1 ~ (TBs) ]2. 

(2) xoz l0 - 10% 30 a) — {100 — +)( Ti) 
2.10. (1) p/p+6 (2) p[2/(u + 28)° — u/(u + 8") 


A(peté 








2.11. (1) 0.407159 (2) 5.554541 
2.13. (1) 0.5 (2) 0.05 

2.14. (2) (1A)sm = UA) + mA, 
2.15. (1) yktGtli/m 


ACO S ght A 1+ 人 1 一 CHHDAm 
t + > Yo kPr 2 ifm)l/mGe+k( +) 
了 一 


2.21. 让 (2 aN - Mes) 
2.22. io CR + Ra — 2Rs + 40M2) 
2.23. (1) De [4 (R30 一 Res 一 35 Mes) + 35Des| 
(2 Ps [3 (Rao ~ Res —35 Mes) — $(4—$)(Mg0—Mes) +35 Des] 
(3) 5 [§(Rs0— Rao—10Mes) i 4 —$)(Mg0—Mao)+10D¢5] 
2.25. (1) m = 9100/(14 ~ k) 
(2) 1000000P A = (Ania)?) + mA 一 (入 - 
2000k7A A. aAcm 
2.26. (1) 0.307215 (2) 不 会 
2.27. (2) 0.001493 (3) 0.001493 
第 三 章 
3.1. 230.47 3.2. 4338.89 
3.4. (1) 16.008, 12.761, 5.397 
(2) 3.137, 10.230, 9.523 
3.5. (1) 0.111, 0.251, 0.572 
(2) 0.0251 
3.7. —Varlv?] = —(7A, ~ (Ax?) 
m+n—1 A.=-A —— 
3.9. 3° v® pn; Ber — Gem | a em te 
mig Get mF 
3.13. 1 = igw + idla + Anm 
3.16. äs 一 Z (1 — ,E,), nje 一 SE, 
3.22. (1) afm) a5 — B(m)( Ez 一 1} 
(2) © 15.038 @® 196.380 
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3.23. (1) Ng Dz (2) Nz41/De (3 (Ns — Nein) / De 
(4) (Not — Neind1)/ De (5) Netn/ Ds 
(6) RD。 (D [NSP -NAD。 (8) NSR) De 
3.24. (1) NG” /Deo 
(2) (Nio (12) — NL?)) | Dag 
(3) N KCD /Ds 
3.31. (2) PA, — (Az?) /i? 
3.34. (1) i + 0.03(Ia)_ = (Nz + 0.035241)/Dz 
(2) 二 (1.03)Fo*,p, = ,其 中 利率 F = HOGS 
3.35. [i(n (n — t)vlep_dt 
12) - ~ ~ 
3.36. 120| N0” + WE + 3NU2 + 500) — 100R Dro 
3.37. 835.95) 一 25 P35 295; 
3.38. Ox Fi 一 npr dn 


isn —_— 8 
3.99. as PI 1225r 


3.41. v “ne (1 一 nDx) Gs Aran 十 ue Dr -et 
3.44, 
(D ofm) = 1+ pats + R36 + edots 
blm) = Bl + Rt + wane 
yin 
(2) afoo} = 14+ 464+ E 
a ht 
3.46. $ + (J - fu; + J — 5)Az; (J — 4)?(7A, — Ad) 
3.47. (1) 14.353 (2} 13.350 (3). 1.002 
3.51. (1) 14,624 (2) 15,422 
3.54, (1) 488.23 (2) 700.48 (3) 531.77 
第 四 章 
4.1. 0, 0.1779 
4.3. fo = 7A, 


- 005 ， 


4.9. A, =(i—-r)/O+i-—r),é,=(14+09/A4+i-r), 
P, = 1—r)/(1 +2) 
("As — (Az)*)/(déx)? = (1 —r)r/(1 + 2i + i — r) 
4.10. 0.01913987 
4.12. 0.032868 
4,13. 0.04128 
4.14. 省 略 保费 符号 中 共同 的 (Aoz) 


P < PË) < ptt) < puz <P, 


4.15. 100/99 
4.16. 740.93 
4.18. 

(1) (Me — M s430 + Deyso)/ (NA — NO) 

(2) (Ma — M z430 + Do+30)/(Nx — N z420) 

(3) (at) /8)b (4) Nes /( Nos 一 Nas) 
4.19. 5000(d/8)(40.M 30 — Ra + Ay) /(N3o — Nso) 
4.20. P(A sm) 其 中 Assy 是 关于 (45) 在 bey = Seay, 时 的 
20 年 期 净 大 缴 保 费 。 
4.21. (1} 11.5451, 20.4106 (2) 6.3099, 25.6458 
4.23. 95 Pao 
4.24. (2) PODAN) + g(2) 
4.25. 100, 000/[1.18%5 — 0.1855.35] 
4.26. 0.008 
4.27. (11, 000M, + 25(Ne — Nz_20)]/[Ne — Nosoo — LIR, — 
Fiz+20}] 
4,28, (Mos + Mos) /( Nox + Nex 一 2Négs } 
4.29. PO (An) = Mo/ Na™; PAm) = [MaM nn] [NOM 
NRI; 

PN Asa) = [Ma — Mo-n + De tnl/{NS — NO), 


rt rt 
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PO) (As) = MaN — NET 

PO Agim) = (Me — Main + Darn]/ [NE™ — NO) 
4.30. Li = yl P(A, ay = 1 — (1/az, = fy 
4.31. (1) -0.08 (2) 0.1296 {3) 0.1587 


第 五 章 _ 
v ewe U<n-t 
5.1. 1L = sa} 
Oe. FElZ] = = Atn p? vV arh L] = — (* 下 nt — (Arper) VE 
5.3. (2) A4s:55 — 20P(Ag5.55, 45.75 
一 上 

(2) Aso5 E O — „— 

5.4. Aso — gP (Ago /@s0-nz190; oF (Asa) 一 20P (Ago) |@59.75;; 


[1 — 2019) ] Aso: 20 P(Ag0) $40.10) 一 10%40 
9.6. P( 30/435) 335.55 


5.8. (5.3.3) 


5.10. Asois 一 Proag socio (A 50:10 P 0:38 )850:T0) 


F — 
_ 40:20 o 
(1 Ponta )Aso10 F40:7 40:70 7 1040; 


] — *so: T0 Too 40:34 “Aso: 10| 7 40-30 
Gam sq tq tt’ 1 Aozi 
5.12. 1/5 
a.13. 


保险 完全 连续 此 连续 完全 离散 
30 年 两 全 0.17530 6.17504 0.17407 
终身 0.08604 0.08566 0.08319 
30 年 定期 0.03379 0.03370 0.03273 


5.14. (2) & (3) 
5.16. 除 (4) 外 
5.17. 全 部 
5.25. 责任 准备 金 及 保费 省 略 (Am) 。 
(1) 320V + #20V + iP (2) 520V + 320V 
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(3) g20V + gaV (4) 329 VO) + FPO) 
(5) 4 (2) +H ie] (6} 320V + so1V + PO) 


5.26. 0.05448 

5.31. (1) 0.0067994 (2) 0.1858077 (3) 0.2012023 
(4) 0.025369 (5) 0.0255405 

5.34. —1p2[6 - sV (Az) + P(A,) 

5.35. 


(1) {10, 000[10M z0 一 M so — Ms; 一 2M eo 一 6Mes]+ 
| N39 一 Nos) } 28%, 9 
(2) 60, 000( Mso — Mes)/ Deo ~ P(N eo — Nes) / Deo, 
HPP Ela 中 大 括号 间 的 完全 连续 保费 。 
5.36, 
(1) 10000065 /( D5 一 M35 + Mes 
(2) [100000.Dg5 + S(Mjs4%— Mes)|/Das+e 
(3) S(D35 — Mas + Mas+k)/ D3544 
5.37. 
(1) [0 — Mos + Dos) — P(Nio — N80 )]/ Dac; 
[P(N — Nao”) - (Mao — Ws0)]/ Dao 
(2) (Mss — Mes + Des)/ Dss; [P(NG” — NO) — (Mao — 
Ms5)i/Dss 
5.05. 0.008 
5.39, 0.240 
5.40. 
(1) Pos Nss/(N3s — Nes) 
(2) Pos(Nos — N35)/D35 — (Mos — Mas) /Das = 10Vor 
(3) 1 ~ Posnes / Mos 
(4) 20 V25 + (1 — B)( Mas 一 Migs) / Dag 
3.41. 
(1) spz (Tt + BV — deperys) 


" nD08. 


(2) v' (me + Hap — bitte re) 
(3) Viper [ms 一 bijat] 
5.43. (1) 0.0241821 (2) 0.0189660 
5.47. (1) 和 (2) 1491.03 (3) 343.84 (4) 0 
5.48. 
(1) 
(2) 6450962; 1495093, 是 责任 准备 金 的 1.00280 fh 
(3) 5311375; 增补 3791, 是 责任 准备 金 的 0.002542 倍 
(4) 对 于 (2): 645096250; 149133281, 是 责任 准备 金 的 1.00028 


1590915 


信 
对 于 (3): 531137500; 增补 37911, 是 责任 准备 金 的 0.00025 
{hi 
5.49. 
(1) 1104260 是 这 些 保单 的 责任 准备 金 
(2) 6450962; 1108438, 是 责任 准备 金 的 1.00378 FF 
(3) 5311375; 增补 3791, 是 责任 准备 金 的 0.00343 倍 
(4) 对 于 (2): 645096250; 110467781, 是 责任 准备 金 的 1.00038 
售 
对 于 (3): 531137500; 增补 37911, 是 责任 准备 金 的 0.00034 
ff 
5.50. 


(1) 用 EV (Arm) PAm) RE BV (Apa) PAn) 并 在 
NS N 上 加 横 线 。 

(2) 用 Vem sh Pra {he OV (Aaa |sh P( Azm), HERMS 
M 上 的 可 线 。 
5.54. 5000[10V (Aaa) + PAV Age) + 11A90)] 
5.52. (1) 0.2 (2) 0.25 (3) 0.7584 (4) 0.27 

第 六 章 
6.1. 
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(1) nPonPy 
(2) npe + nPy 一 2nDenPy 
(3) npz + ny — nPenPy 
(4) 1 一 nPanPy 
(5) 与 (4) 一 
(6) (1 — nPx)(1 — nPy) = Í — npr — nPy + nPenPy 
6.3. narx 
6.5. n|Gz T nally — n|Fen|Gy 
否 ， 因 为 对 nigzy WH. BOP ERAGE n41, 
Wit A HT 2 FE 38 Ml] AS HR, 
6.6. 2/9 
6.7. {1) 2/3 (2) 29/30 (3) 18.06 (4) 36.94 (5) 160.11 (6) 182.33 
(7) 82.95 h. 0.49 
6.8. Lar Con —1 
6.11. 531/2000 
6.12. 每 年 末 支 付 1, 支付 nn 年 度 且 在 此 后 (cy) 存在 的 情况 下 支 
付 的 年 金 。 
6.13. Æ (z) 死亡 与 n 年 末 这 两 个 区 间 的 晚 省 支付 1 的 保险 。 
6.15. Hs.35 + 239.35 一 (25:30:20 
6.16. 20/230 + 25/225 一 25| 25:30 
6.17. Süry + üy + 3 aba a 
6.18. arm tv" nDee TANAY nl 
6.20. (1) iw” + p(al” — al) 
2) aba + pag) — a>) 
6.22. a. 7.0753 b. 7.0756 
6.26. 1/3 
6.30. infiy Very = oo ry 
6.33. Aso — Aso. 20:20) 
6.34, A At y F née A= 


A, Ti THY 


51G. 


6.35. 1/12 

6.36. a. 0.2755 b. 4 440:50 + 0.0015a40,50 
6.37. 1/3, 52.68 

6.38. (1) ax + Gay — Gem (2) Unge 

6.40. ps Cony — 0 Fy 


7.1. (1) D 9) x) B) eE wh? 
7.2. a. 7(50— £)7/50? b. 3(50 — t)7/50° c. 7/3 d. 7/3 
7.3. 3p) =0.75321, 4%} = 0.03766, 34%) = 0.16504 
7.4. (1) 302.4 及 210.95 
(2) 231.0 及 177.64 
7.5. 
(1) h(1) = 0.231; A(2) = 0.4666; h(3) = 0.3024 
(2) A(1 k = 2) = 0.25; h(2|k = 2) = 0.75; A(3|k = 2) = 0 
7.6. 1 = (a—2)e*: dP = e=(1 ~ e7}): 
dP 一 (aa 一 2 一 1)je — {a — x — 2)e "7! 
7.7. 1000/42 Je“ 
7.8. (1) pe ese, 一 id (2) pe we), + aP bet 一 us (3) 


Pe Hipi 
f 
ks g (1) ff 


0 

l 

2 0.05426 0.15410 
3 0.00000 0.10060 


7.10. (1-e (Je — (3) ef pat 
7.12. m'i) > gf?) > gi? 
7.13. 0.0592 


7.14. (1) 0.0909 (2) 0.0906 
7.15. 


-Dil - 


0.18750 
0.11765 
0.05566 
0.00000 


0.23529 
G.16667 
0.10526 


Oa Co) SE 6 0 Soa Oaa 
T Pa Jz on gs 


0.01767 0.02665 


63 


0.76048 


0.85027 


64 0.82115 


7.19. 


7.22 


1.24 (1) 由 g” 


Mer 
0.02073 
0.03141 
0.04233 
0,05348 
0.06486 


7.20. (1) 修正 为 mY? /+ im 


Roe ®© 


fa — 


gS “然后 (7.5.3) 


0.94434 


7.25. gh) 一 
7.26. 0.015 


1.27. Bl 表示 死亡 ， 


20000 f 
0 


u tpi ne 


0.02034 
0.02578 


0.05181 
0.06283 
0.07407 
0.08556 
0.09730 


Ge 
0.17143 
0.11111 
0.05405 
0.00000 


alai +g E’) + 


120000? sop a a70. 


-512 + 


7) 


(1} (2) 


0.19520 


0.03193 0.09726 


0.03705 


0.02073 
0.03144 
0.04237 
0.05355 
0.06499 


Gy 
0.27027 
0.21053 
0.15385 
8.10000 


(gl?) 


0.11603 


TO 
(1) m2) 1} (2) 


0.06286 
0.07412 
0.08565 
0.09744 


+g). 


2 表示 因 别 的 原因 退出 ， 则 精算 现 值 为 


40 
T 2 
dt + 300 f vipo p30 tao tlao+rdt 


TIRA 


7.28. 1 — È E2 A = 1 o — tao 
7.29. 

[1) 从 gD gk?) vee mP, mE, 或 从 me, miO 近似 
得 出 ange” 。 ) 

(2). 1- Ea A = P E 
7.30. 当 所 有 原因 都 起 作用 时 由 于 原因 1 而 损失 的 概 兴 为 

原因 j 的 绝对 损失 率 一 HERB kik +j) 的 损失 发 生 并 
且 此 后 在 (zx) 达到 x 十 1 岁 前 发 生 与 7 相 联 系 的 事件 的 概率 
132 
1) fj) = payer te FG = 1,420 


= EE j=2,t>0, 


~ fê gel 
w=] 1—9 j=2, 
Gleit 
m= Ta) 
(2) EIT] = $;Var[T] = & 
vT- A J=1, T>0 
Əmri -A J=2,T>0 


(1) A= A(1 + 6/8)"* 
(M) Var[L] = 01 + 26/8)-* -8° (1 + 6/B)y 7 
第 八 章 
8.1. (1) #8 S30 = 1, M 


1.05* O<k< 10 
og J 11x 105 10 <¢k < 20 
S0+k  ) 1,1? x 1.05% 20<k < 30 


1.1° x 1.05% k> 30. 


Di3 + 


ou 一刀] 
(2) 1200 X patti 2 41/2P30 S3044 
w— ål 
8.2. 01 5 vrt? ,1 epht [25000( S2354/5335) — 10000(1.05)*) 


8.3. 594002920p Da Ges; 396097 323p40 a7 C695 


8.4. 假设 12000(3 Z254+k/ S25) < 15000(1.04)*, k < a, K 
R(25, 0, k + 1/2) = 120K{3Zo54%/ S25) k < a 


R(25,0,k + 1/2) = k[180(5Z5,%/S25) — 75(1.04}*] k>a. 
8.5. (1) R(40, 0,25) = 15000(32651540) — 0.5016s, 其 中 3 名 5 = 
Seat S63 via 

(2) R(40, 0,285) = 17100(3 268/ S40) — 0.50F aa 

2 

8.6. 这 里 a = 55, w = 68, 

17 

k T) p 
= yh H1/2 pta 0g (Q0+k+1/ 2)(3Z804%/ 550 480050. 4 179 


+ È uti? pan, (20 + k + 1/2)(aZs0+k/ S50) 


2400" 一 -一 
S0+k+ 5:15—k— li 


由 于 当 大 <5 时， gh, = 0, RATA k=0 开始 。 
8.7. 第 一 个 和 式 中 的 最 后 3 项 改 为 


k+1/2 — 
> pith EPS gso rp (3250+ 8/ 5s0)(16800)aro 4.4/0: 
k=15 


8.8. 在 习题 8.6 的 答案 中 ， 用 20 取代 (20+k+1/2). 
8.9. 


14 
(1) R(30, 20, 15) = 8000 + 720 名 55045 / S50 


(2) R(30, 20, 154) = 8000 + 720: Ss045 + (1/2) Ses] /Ss0 


514 - 





| 
} 
ag 
T 
= 


17 D 
(3) 8000 24 okt1/2 ot) O60 pe A504 deb /2 


17 k—1 
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8.10. (0.7 x 25000 一 8000)55o 


8.11. 5000 È vrt1/2 piy diepe (1060) t 
8.12. E 


(1) 0. D1c(AS)ath fo v EET ofl + j) dsdi 
l—{{]+4 (i+ 
(2) 0.01e(AS)z gst aF) le E 1+3 


1-(1/[i+2} 
一 
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8.13. 
(1) 1200 NS /5 DY) 
(2) 2500 Nas (Sp) - F1000(1. 05)- TEs NAG THD (ras, 
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(4) 4480 E + k + 1/2)°C iotk+1/2 


+16800 pi Zo HS De, 
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8.14. (1) sp pA hZ Cik = 120%" R, JEDE) 


(2) 120/4 M; + 2° Rr ]/SD? 
8.15. # a- z> 10, 则 公式 不 变 ， 车 4a 一 x < 10, AREA 
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(1) 1200/767 nth 
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Hr Diosr 
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9.1. {1) 

WEEP 566.50 准备 金 485.44 
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566.50 566.50 

赌资 收入 550.00 

All Ba A 16.50 

准备 金 增加 额 566.50 

He A, 81.06 
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10004 5 91,55) +8-50444 49) 35 
9.0. 0.938 0 gq +0-0510 2 40}5 40} 03 
9.4. (10004 +2.50 + 2.500259) /0.935 
9.5. a = (1 + €p + €2 + 63), c = (e, + eod) 
9.8. (i) k=200  (2}b=20 
(3) m = 200 (4) R(b) = 30.12 
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9.11. 0 = 7), /min 
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9.12. aMod — Ata +KiEz, BMod — Papi — K/as-1 
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Cor oferi At- 


a_i 
Com — 一 com — (19 Prat _ Al z) 





z:15 2:20 | 
9.19. ~ B20 7 (i9P 241 加 Aly) p 一 (P4235 
QA) oT 
9.20. T = Bem — 1gP,rl 
第 十 章 
10.1. 0.0738 
10.2. 1.046P, + 0.0026, 1.06P, + 0.0034 
> pi > 
10.3. pet = Fe ‘ly iW. = Wa. 
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10.6. 22 Wio = 0.5829, 19 W 40.39, = 0.6232, 比例 额 =0.5 
10.9. 终身 寿险 : 1 一 Po/P kr 


i TE Be Ht 2S A Fe D: 1 — Po /npg 


" B17 - 


n 年 两 全 保险 : 1- Pm /Py 
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n 年 两 全 保险 : Hpgoom = Per + (i9 Pri 一 Aly een: 
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10.12. (G2 — G1) 2 (1 — cy), (1 + D Eo 
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(2) 1200015745 —35 73s l€g5.75, 其 中 12000327}, 与 12000227}, 
ay Bl (35) 与 (45) 的 受益 的 净 年 保费 。 
11.22, 120, 280 
第 十 二 章 
12.1. 
(1) (w), (2), (y) (2) 中 偶数 个 至 少 活 到 时 间 ，。 
(2) (w), (x), (3),(z) 中 奇数 个 至 少 活 到 时 间 。 
12.3. (1) 6.5 (2) 3237 
12.4. B3 — 3.B4, 其 中 1B3 = tPwxy 十 tPwoz 十 Pwys + tPryz 
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12.5. Gio — (Gway + anzz + Qwyz) + awry: 
12.6. 0.624 
12.7. 
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12.22. (1) 25/72 (2) 19/36 (3) 5/8 
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12.24. (1) 0.3 (2)0.2 (3) 0.03 
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下 正确 ， 两 这 都 给 出 (50) 与 (60) 相隔 10 年 内 死亡 的 概 


=E 


开 正确 ， co 0 0.5I60 Æ (40) Æ (50) 与 (60) 中 的 生存 者 之 
前 死亡 的 概率 ， 也 就 是 (40) 第 一 个 死 或 第 二 个 死亡 的 概率 。 
12.31. 0(12)41 99 + 2(12)0 Lop 1092 
12,32. 
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12.36. Gays 
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12.39. 4 (z) (yh (2) 按 这 个 顺序 死亡 并 且 (2) 在 (y) 死 后 10 年 
内 死亡 时 ， 在 (zj 死亡 时 支付 工 的 保险 的 净 征 缴 保 费 。 
第 十 三 章 
13.1. (1} 45 (2)2 (3) 2 
13.2. 2500/2 + = 
13.3. 10000[e—1/4 ~ e-1/2 — (e“1/4) 
13.4. 1007 [e— 51/100 _ e— 50/100 十 e 28/100 e 一 277100] 
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13.15. 0.02 
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第 十 四 章 
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14.11. 
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theory of competing risks §7.1 
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level premium §4.2 
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law of uniform seniority 第 六 和 草 避 题 
contribution $8.1 
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年 龄 { 现 龄 )x # life-aged-x §1.2 
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Phillips 近似 。 Philips approximation $11.7 
平衡 原理 (42 Hr equivalence principle §4.1 
原则 
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平稳 人 人 人口 stationary population §13.4 
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Æ FF pa AY survival function §1.2 
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失效 率 (gr) failure rate, hazard rate (function) §1.2 
世代 生存 画 数 generation survival function §13.3 
世代 死亡 效力 generation force of mortality 813.3 
Tak double indemnity provision §7.7 


顺 位 保险 contingent insurance §6.8 
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死亡 曲线 the curve of deaths §1.3 
死亡 年 龄 age-at-death §1.1 


死亡 年 末 赔 付 payable at the end of the year of death §2.3 
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随机 生存 组 random survivorship group §1.3 
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ta Fl 7 中 位 损失 central rate of decrement from cause 7 97.5 
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er fe A replacement effect §14.8 


调整 保费 adjusted premium §10.2 
调整 影响 adjustment effect $14.8 
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退休 收入 保单 retirement inerme policy $11. 4 
完全 变 额 寿险 ”fully variable life : insurance §11.5 
完 件 初 年 定期 制 full preliminary term (FPT) §9.7 
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稳定 大口 stable population 313.4 
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AAFS cash refund annuity §11.2 
消亡 时 间 (状况 的 剩余 寿命 | 
time-until-failure §6.1 
修正 责任 准备 金 modified reserve §9.6 
续 年 保费 ( 续 期 renewal premium 89.6 
保费 ) 
选择 期 select period $1.8 
选择 生命 表 select life table §1.8 
eH HARB  select-and-ultimate table §1.8 
选择 指数 index of selection 第 一 章 习 题 
延期 保险 (GB HE 
保险 ) 
gE HA (GRRE) 生 deferred life annuity 83.3 
EER 
应 计 受 得 成 本 accrued benefit cost method §14.6 
方法 
ft surplus §9.2 
真正 分 数 保 费 true fractional premium 94.4 
真 止 净 均 交 年 悍 true net leve annual premium §4.4 
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normal cost rate §14.3 
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exponential case §14.3 


Bb k S464 &-survivor status §12.2 


状况 
MFR OE 

中 位 率 过 小 
中 位 剩余 寿命 
MEANE 
IEK 
AFRE 
2% ib it ti] 

Be BE 

状况 

资产 份额 

ER TT 

ae Tie 
ft El i i 
RẸ 
最 后 生存 【者 | 
状况 

ie 28 TE 


- 542 - 


age at disablement $11.7 
central rate bridge 第 七 章 习 是 
median future lifetime §1.5 
central-death-rate §1.5 
ultimate table §1.8 

whole life insurance §2.2 
time-until-termination §7.2 
mode 第 一 草 习 题 

status $6.1 

asset share §10.4 

aggregate table §1.8 


aggregate payment technique §3.1 
central rate of decrement for al! causes §7.5 


last-survivor status $6.3 


limiting age §1.3 


FE AY te 


原 书 < Actuarial Mathematics} + tAE, EW, 
二 ,十 一 、 十 二 、 十 三 章 单独 作为 《风险 理论 》 译 出 ， 现 在 的 这 
本 《 精 自 数学 》 译 百 其 余 十 四 章 ,。 中 译本 前 十 章 相 当 于 原 书 的 第 
三 圣 十 章 有 第 十 四 、 于 五 章 ， 系 北美 精算 师 学 会 考试 课程 “精算 
数学 ”( 编 号 为 150) 的 指定 内 容 。 

蛛 书 作者 在 他 们 的 序言 里 指出 ， 这 本 书 与 先前 英 请 版 教材 的 
最 显 兰 区 别 ， 在 于 更 彻底 地 运用 概率 论 方 法 论述 寿险 数理 。 为 完 
整 起 见 ， 书 中 对 决定 性 观点 仍 作 了 介绍 ， 依 据 决 定性 方法 得 出 的 
入 果 通 沉 都 能 从 随机 模型 中 作为 期 望 值 获得。 本 书 的 另 一 个 特点 
是 将 寿险 数学 与 风险 理论 有 机 地 结合 在 一 起 ， 采 用 概率 论 观 点 正 
好 为 此 提供 了 方便 ，。 

恨 据 原 书 的 序言 , 中 译本 的 各 章 内 容 可 按 下 列 方式 予以 分 类 


AFRB 返 休 养老 金保 险 
— 2 SW A, bk =, Sa EA 
wu t. $-, [= 十 二 ， 十 由 


各 章 前 后 之 间 的 依赖 关系 见 附 图 所 示 。 

原 书 每 一 章 最 后 都 有 简短 的 一 节 ， 系 有 关 材 料 来 源 与 出 处 的 
注 记 ， 鉴 于 这 些 资料 国内 不 易 找 到 ， 中 译本 略 去 了 这 些 内 容 ， 但 
”附录 6 中 的 参考 文献 仍 邓 保留 。 原 书 的 定理 、 例 题 及 图 宕 是 按 章 
编号 的 ,为 便 杆 查找 , 译文 中 都 改 成 接 节 编号 。 此 外， 为 方便 阅读 
入 理解 ， 译 文 在 个 别 地 方 作 了 适当 修饰 ， 辟 如: 第 二 章 两 个 习题 
的 静 分 内 容 编 入 了 正文 ; 第 九 章 原 书 曾 使 用 了 与 第 三 章 不 - 致 的 
年 金 记 号 “mäsa”, AXE- -BUR mnär”; 第 十 二 章 原 书 有 -- 
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个 附录 ， 系 该 童 内 定理 的 证 明 ， 中 译本 则 直接 编 入 正文 ; 第 十 四 
量 有 上 几 处 的 右 述 顺产 稍微 作 了 一 些 改 动 等 等 ， 在 此 不 一 一 列举 ， 
乳 于 境 前 水 平 ， 译 文中 难免 还 会 存在 一 些 欠 妥 甚 至 违背 原意 的 地 
A, BRA REE, 

Aes Bec er a 0 aA PS Se a EE, 上 海 科技 
H AL E RSG AE Ze Be EP TARR, 
EMAL A A Bhs ER RR AR EE PEST ED 5S EMR HE E 
Ae TRAE ASF ar, ML, Pe os RR Ac 
的 感谢 。 
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